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In this paper, the equivalence of central extensions and H3
α,αV ðT ,VÞ is proven in the study in Hom-δ-Jordan Lie triple systems.

The concepts of Nijenhuis operators of Hom-δ-Jordan Lie triple systems are given. Moreover, a trivial deformation is got.

1. Introduction

It is well known that Lie triple systems are closely
related to geometry. In a symmetric space, its tangent
algebra is a Lie triple system. The definitions of the
semisimplicity, radicality, and solvability for Lie triple
systems are discussed, and the simple Lie triple system
is determined by Lister [1]. Cohomologies of Lie triple
systems were obtained [2]. Kubo and Taniguchi showed
that in Lie triple systems, this kind of cohomology plays
an important role in the study of deformations and
extensions in 2004 [3]. A generalization of Lie triple sys-
tems and δ-Jordan Lie triple systems was defined in [4]
by Okubo and Kamiya, where δ = ±1: The case of δ = 1
yields the Lie triple system, and they call the other case
of δ = −1 a Jordan Lie triple system. Then, they obtained a
method to construct simple Jordan superalgebras by certain
triple systems and studied the F-type Jordan superalgebra
of a Jordan Lie triple system [5]. Recently, the cohomologies,
Nijenhuis operators, representations, abelian extensions, and
T∗-extensions of δ-Jordan Lie triple systems were developed
by Ma and Chen [6].

The theory of Hom-type algebras has been studied (see
[7–16]). In 2012, Yau showed the concept of Hom-Lie triple
systems [17]. Later, generalized derivations of Hom-Lie tri-
ple systems were determined [18]. The cohomologies, 1-

parameter formal deformations, and central extensions of
Hom-Lie triple systems were discussed [19]. In 2019, the
generalization of δ-Jordan Lie triple systems and Hom-Lie
triple systems, 1-parameter formal deformations, and coho-
mologies of Hom-δ-Jordan Lie triple systems were studied
[20]. We pay our main attention to consider central exten-
sions and Nijenhuis operators of Hom-δ-Jordan Lie triple
systems.

The paper is organized as follows. In Section 2, we
summarize basic concepts and construct a structure of mul-
tiplicative Hom-δ-Jordan Lie triple systems. In Section 3, the
equivalence of the third cohomology group and the central
extensions of a Hom-δ-Jordan Lie triple system is proven.
We discuss Nijenhuis operators of Hom-δ-Jordan Lie triple
systems and obtain a trivial deformation using a Nijenhuis
operator in Section 4.

In this paper, the capital letter F denotes an arbitrary
field.

2. Preliminaries

We start by recalling the definition of Hom-Lie triple
systems.

Definition 1 [17]. A Hom-Lie triple system ðT , ½·, · , · �, α =
ðα1, α2ÞÞ consists of an F-vector space T , a trilinear map
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½·, · , · �: T3 ⟶ T , and linear maps αi : T ⟶ T for i = 1, 2,
called twisted maps, such that for all t1, t2, t3, t4, t5 ∈ T ,

t1, t1, t3½ � = 0,

t1, t2, t3½ � + t2, t3, t1½ � + t3, t1, t2½ � = 0,

α1 t4ð Þ, α2 t5ð Þ, t1, t2, t3½ �½ � = t4, t5, t1½ �, α1 t2ð Þ, α2 t3ð Þ½ �
+ α1 t1ð Þ, t4, t5, t2½ �, α2 t3ð Þ½ �
+ α1 t1ð Þ, α2 t2ð Þ, t4, t5, t3½ �½ �:

ð1Þ

Definition 2 [20]. A Hom-δ-Jordan Lie triple system ðT ,
½·, · , · �, δ, α = ðα1, α2ÞÞ consists of an F-vector space T , a tri-
linear map ½·, · , · �: T3 ⟶ T , and linear maps αi : T ⟶ T
for i = 1, 2, called twisted maps, such that for all t1, t2, t3, t4,
t5 ∈ T ,

t1, t2, t3½ � = −δ t2, t1, t3½ �, ð2Þ

t1, t2, t3½ � + t2, t3, t1½ � + t3, t1, t2½ � = 0, ð3Þ

α1 t4ð Þ, α2 t5ð Þ, t1, t2, t3½ �½ � = t4, t5, t1½ �, α1 t2ð Þ, α2 t3ð Þ½ �
+ α1 t1ð Þ, t4, t5, t2½ �, α2 t3ð Þ½ �
+ δ α1 t1ð Þ, α2 t2ð Þ, t4, t5, t3½ �½ �:

ð4Þ
Remark 3.When δ = 1, a Hom-δ-Jordan Lie triple system is a
Hom-Lie triple system. A Hom-δ-Jordan Lie triple system is
a δ-Jordan Lie triple system if the twisted maps αi are both
equal to the identity map. So Hom-Lie triple systems and
δ-Jordan Lie triple systems are special examples of Hom-
δ-Jordan Lie triple systems.

A Hom-δ-Jordan Lie triple system is said to be multipli-
cative if α1 = α2 = α and αð½t1t2t3�Þ = ½αðt1Þαðt2Þαðt3Þ� and
denoted by ðT , ½·, · , · �, αÞ.

A morphism f : ðT , ½·, · , · �, α = ðα1, α2ÞÞ⟶ ðT ′,
½·, · , · �′, α′ = ðα1′ , α2′ÞÞ of the Hom-δ-Jordan Lie triple sys-
tem is a linear map satisfying f ð½t1t2t3�Þ = ½ f ðt1Þf ðt2Þf ðt3Þ�′
and f ∘ αi = αi′∘ f for i = 1, 2. An isomorphism is a bijective
morphism.

Definition 4 [20]. Let ðT , ½·, · , · �, δ, αÞ be multiplicative
Hom-δ-Jordan Lie triple systems, V be an F-vector space,
and A ∈ EndðVÞ. V is said to be a ðT , ½·, · , · �, δ, αÞ-module
with respect to A if there exists a bilinear map θ : T2 ⟶
EndðVÞ, ðt1, t2Þ↦ θðt1, t2Þ such that for all t1, t2, t3, t4 ∈ T ,

θ α t1ð Þ, α t2ð Þð Þ ∘ A = A ∘ θ t1, t2ð Þ, ð5Þ

θ α t3ð Þ, α t4ð Þð Þθ t1, t2ð Þ − δθ α t2ð Þ, α t4ð Þð Þθ t1, t3ð Þ
− θ α t1ð Þ, t2, t3, t4½ �ð Þ ∘ A +D α t2ð Þ, α t3ð Þð Þθ t1, t4ð Þ = 0,

ð6Þ

δθ α t3ð Þ, α t4ð Þð ÞD t1, t2ð Þ − δD α t1ð Þ, α t2ð Þð Þθ t3, t4ð Þ
+ θ t1, t2, t3½ �, α t4ð Þð Þ ∘ A + δθ α t3ð Þ, t1, t2, t4½ �ð Þ ∘ A = 0,

ð7Þ

δD α t3ð Þ, α t4ð Þð ÞD t1, t2ð Þ −D α t1ð Þ, α t2ð Þð ÞD t3, t4ð Þ
+ δD t1, t2, t3½ �, α t4ð Þð Þ ∘ A + δD α t3ð Þ, t1, t2, t4½ �ð Þ ∘ A = 0,

ð8Þ

where Dðt1, t2Þ = θðt2, t1Þ − δθðt1, t2Þ.

Then, θ is said to be the representation of ðT , ½·, · , · �,
δ, αÞ on V with respect to A. In the case θ = 0, V is said
to be the trivial ðT , ½·, · , · �, δ, αÞ-module with respect to A.

In the case that δ = 1, i.e., Hom-δ-Jordan Lie triple
systems are Hom-Lie triple systems, we can get (8) from
(7) by a direct calculation. But it is not true in the other case
δ = −1:

Particularly, Dðt1, t2Þðt3Þ = δ½t1, t2, t3� and (5), (6), and
(7) hold, if V = T , A = α, and θðt1, t2Þðt3Þ = ½t3, t1, t2�. In this
case, T is called the adjoint ðT , ½·, · , · �, αÞ-module and θ is
called the adjoint representation of ðT , ½·, · , · �, αÞ on itself
with respect to α.

In the following, the semidirect product of multiplicative
Hom-δ-Jordan Lie triple systems and its module for general
algebras were introduced.

Proposition 5. Assume that ðT , ½·, · , · �, δ, αÞ is a multiplica-
tive Hom-δ-Jordan Lie triple system on V with respect to A
and θ is a representation of ðT , ½·, · , · �, δ, αÞ: Then, TC =
T ⊕V has a structure of a multiplicative Hom-δ-Jordan
Lie triple system.

Proof. We define the operation ½·, · , · �V : T3
C ⟶ TC by

½ðt1, aÞ, ðt2, bÞ, ðt3, cÞ�V = ð½t1, t2, t3�, θðt2, t3ÞðaÞ − δθðt1, t3Þ
ðbÞ + δDðt1, t2ÞðcÞÞ and define the twisted map α + A : TC
⟶ TC by

α + Að Þ t1, að Þ = α t1ð Þ, A að Þð Þ: ð9Þ

By Dðt1, t2Þ = θðt2, t1Þ − δθðt1, t2Þ, we get

t1, að Þ, t2, bð Þ, t3, cð Þ½ �V
= t1, t2, t3½ �, θ t2, t3ð Þ að Þ − δθ t1, t3ð Þ bð Þ + δD t1, t2ð Þ cð Þð Þ
= −δ t2, t1, t3½ �, θ t1, t3ð Þ bð Þð

− δθ t2, t3ð Þ að Þ −D t1, t2ð Þ cð ÞÞ
= −δ t2, t1, t3½ �, θ t1, t3ð Þ bð Þ − δθ t2, t3ð Þ að Þð

+ δD t2, t1ð Þ cð ÞÞ
= −δ t2, bð Þ, t1, að Þ, t3, cð Þ½ �V ,
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t1, að Þ, t2, bð Þ, t3, cð Þ½ �V + t2, bð Þ, t3, cð Þ, t1, að Þ½ �V
+ t3, cð Þ, t1, að Þ, t2, bð Þ½ �V

= t1, t2, t3½ �, θ t2, t3ð Þ að Þ − δθ t1, t3ð Þ bð Þ + δD t1, t2ð Þ cð Þð Þ
+ t2, t3, t1½ �, θ t3, t1ð Þ bð Þ − δθ t2, t1ð Þ cð Þ + δD t2, t3ð Þ að Þð Þ
+ t3, t1, t2½ �, θ t1, t2ð Þ cð Þ − δθ t3, t2ð Þ að Þ + δD t3, t1ð Þ bð Þð Þ

= 0, θ t2, t3ð Þ að Þ − δθ t3, t2ð Þ að Þ + δD t2, t3ð Þ að Þð
+ θ t3, t1ð Þ bð Þ − δθ t1, t3ð Þ bð Þ + δD t3, t1ð Þ bð Þ
+ θ t1, t2ð Þ cð Þ − δθ t2, t1ð Þ cð Þ + δD t1, t2ð Þ cð ÞÞ

= 0, 0ð Þ:
ð10Þ

By (6), (7), and (8), we have

t1, að Þ, t2, bð Þ, u, cð Þ½ �V , α + Að Þ v, dð Þ, α + Að Þ w, eð Þ� �
V

= t1, t2, u½ �, θ t2, uð Þ að Þ − δθ t1, uð Þ bð Þð½
+ δD t1, t2ð Þ cð ÞÞ, α vð Þ, A dð Þð Þ, α wð Þ, A eð Þð Þ�V

= t1, t2, u½ �, α vð Þ, α wð Þ½ �, θ α vð Þ, α wð Þð Þ θ t2, uð Þ að Þðð
− δθ t1, uð Þ bð Þ + δD t1, t2ð Þ cð ÞÞ
− δθ t1, t2, u½ �, α wð Þð Þ A dð Þð Þ
+ δD t1, t2, u½ �, α vð Þð Þ A eð Þð ÞÞ,

α + Að Þ u, cð Þ, t1, að Þ, t2, bð Þ, v, dð Þ½ �V , α + Að Þ w, eð Þ� �
V

= α uð Þ, A cð Þð Þ, t1, t2, v½ �, θ t2, vð Þ að Þ − δθ t1, vð Þ bð Þð½
+ δD t1, t2ð Þ dð ÞÞ, α wð Þ, A eð Þð Þ�V

= α uð Þ, t1, t2, v½ �, α wð Þ½ �, θ t1, t2, v½ �, α wð Þð Þ A cð Þð Þð
− δθ α uð Þ, α wð Þð Þ θ t2, vð Þ að Þ − δθ t1, vð Þ bð Þð
+ δD t1, t2ð Þ dð ÞÞ + δD α uð Þ, t1, t2, v½ �ð Þ A eð Þð ÞÞ,

δ α + Að Þ u, cð Þ, α + Að Þ v, dð Þ, t1, að Þ, t2, bð Þ, w, eð Þ½ �V
� �

V

= δ α uð Þ,A cð Þð Þ, α vð Þ, A dð Þð Þ, t1, t2,w½ �, θ t2,wð Þ að Þð½
− δθ t1,wð Þ bð Þ + δD t1, t2ð Þ eð ÞÞ�V

= δ α uð Þ, α vð Þ, t1, t2,w½ �½ �, θ α vð Þ, t1, t2,w½ �ð Þ A cð Þð Þð
− δθ α uð Þ, t1, t2,w½ �ð Þ A dð Þð Þ
+ δD α uð Þ, α vð Þð Þ θ t2,wð Þ að Þ − δθ t1,wð Þ bð Þð
+ δD t1, t2ð Þ eð ÞÞÞ,

α + Að Þ t1, að Þ, α + Að Þ t2, bð Þ, u, cð Þ, v, dð Þ, w, eð Þ½ �V
� �

V

= α t1ð Þ, A að Þð Þ, α t2ð Þ, A bð Þð Þ, u, v,w½ �, θ v,wð Þ cð Þð½
− δθ u,wð Þ dð Þ + δD u, vð Þ eð ÞÞ�V

= α t1ð Þ, α t2ð Þ, u, v,w½ �½ �, θ α t2ð Þ, u, v,w½ �ð Þ A að Þð Þð
− δθ α t1ð Þ, u, v,w½ �ð Þ A bð Þð Þ
+ δD α t1ð Þ, α t2ð Þð Þ θ v,wð Þ cð Þ − δθ u,wð Þ dð Þð
+ δD u, vð Þ eð ÞÞÞ:

ð11Þ

The calculation above shows that (2), (3), and (4) hold.

By (5) and the linearity of α + A,

α + Að Þ t1, að Þ, t2, bð Þ, t3, cð Þ½ �V
= α + Að Þ t1, t2, t3½ �, θ t2, t3ð Þ að Þ − δθ t1, t3ð Þ bð Þð

+ δD t1, t2ð Þ cð ÞÞ
= α t1, t2, t3½ �ð Þ, A ∘ θ t2, t3ð Þ að Þ − δθ t1, t3ð Þ bð Þðð

+ δD t1, t2ð Þ cð ÞÞÞ
= α t1ð Þ, α t2ð Þ, α t3ð Þ½ �, θ α t2ð Þ, α t3ð Þð ÞA að Þð

− δθ α t1ð Þ, α t3ð Þð ÞA bð Þ + δD α t1ð Þ, α t2ð Þð ÞA cð ÞÞ
= α t1ð Þ, A að Þð Þ, α t2ð Þ, A bð Þð Þ, α t3ð Þ, A cð Þð Þ½ �V
= α + Að Þ t1, að Þ, α + Að Þ t2, bð Þ, α + Að Þ t3, cð Þ½ �V :

ð12Þ

Hence, ðU , ½·, · , · �v, a + AÞ is a multiplicative Hom-δ-
Jordan Lie triple system.

Suppose that f : T ×⋯ × T
|fflfflfflfflfflfflffl{zfflfflfflfflfflfflffl}

n times

⟶V is an n-linear map,

which satisfies

A f t1,⋯,tnð Þð Þ = f α t1ð Þ,⋯,α tnð Þð Þ,
f t1,⋯,x, y, tnð Þ = −δf t1,⋯,y, x, tnð Þ,

f t1,⋯,tn−3, x, y, zð Þ + f t1,⋯,tn−3, y, z, xð Þ + f t1,⋯,tn−3, z, x, yð Þ = 0,
ð13Þ

where f is said to be an n-Hom-cochain on T . The set of all
n-Hom-cochains is denoted by Cn

α,AðT , VÞ, for all n ≥ 1.

(i) If f ∈ C1
δðT , VÞ, then

d1hom f t1, t2, t3ð Þ = θ t2, t3ð Þf t1ð Þ − δθ t1, t3ð Þf t2ð Þ
+ δD t1, t2ð Þf t3ð Þ − f t1, t2, t3½ �ð Þ:

ð14Þ

(ii) If f ∈ C2
δðT , VÞ, then

d2hom f y, t1, t2, t3ð Þ
= θ α t2ð Þ, α t3ð Þð Þf y, t1ð Þ − δθ α t1ð Þ, α t3ð Þð Þf y, t2ð Þ

+ δD α t1ð Þ, α t2ð Þð Þf y, t3ð Þ − f α yð Þ, t1, t2, t3½ �ð Þ:
ð15Þ

(iii) If f ∈ C3
δðT , VÞ, then

d3hom f t1, t2, t3, t4, t5ð Þ
= θ α t4ð Þ, α t5ð Þð Þf t1, t2, t3ð Þ

− δθ α t3ð Þ, α t5ð Þð Þf t1, t2, t4ð Þ
− δD α t1ð Þ, α t2ð Þð Þf t3, t4, t5ð Þ
+D α t3ð Þ, α t4ð Þð Þf t1, t2, t5ð Þ
+ f t1, t2, t3½ �, α t4ð Þ, α t5ð Þð Þ
+ f α t3ð Þ, t1, t2, t4½ �, α t5ð Þð Þ
+ δf α t3ð Þ, α t4ð Þ, t1, t2, t5½ �ð Þ
− f α t1ð Þ, α t2ð Þ, t3, t4, t5½ �ð Þ:

ð16Þ
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(iv) If f ∈ C4
δðT , VÞ, then

d4hom f y, t1, t2, t3, t4, t5ð Þ
= θ α2 t4ð Þ, α2 t5ð Þ� �

f y, t1, t2, t3ð Þ
− δθ α2 t3ð Þ, α2 t5ð Þ� �

f y, t1, t2, t4ð Þ
− δD α2 t1ð Þ, α2 t2ð Þ� �

f y, t3, t4, t5ð Þ
+D α2 t3ð Þ, α2 t4ð Þ� �

f y, t1, t2, t5ð Þ
+ f α yð Þ, t1, t2, t3½ �, α t4ð Þ, α t5ð Þð Þ
+ f α yð Þ, α t3ð Þ, t1, t2, t4½ �, α t5ð Þð Þ
+ δf α yð Þ, α t3ð Þ, α t4ð Þ, t1, t2, t5½ �ð Þ
− f α yð Þ, α t1ð Þ, α t2ð Þ, t3, t4, t5½ �ð Þ:

ð17Þ

Definition 6 [20]. For n = 1, 2, 3, 4, the coboundary operator
dnhom : Cn

α,AðT , VÞ⟶ Cn+2
α,A ðT , VÞ is defined as follows.

The mapping f ∈ Cn
α,AðT , VÞ is said to be an n-Hom-

cocycle if dnhom f = 0,n = 1, 2, 3, 4. Denote by Zn
α,AðT , VÞ the

subspace spanned by n-Hom-cocycles. For n ≥ 3, Bn
α,AðT , VÞ

= dn−2homC
n−2
α,A ðT ,VÞ.

Since dn+2homd
n
hom = 0, Bn

α,AðT , VÞ ⊆ Zn
α,AðT , VÞ. Define a

cohomology space:

Hn
α,A T , Vð Þ = Zn

α,A T , Vð Þ
Bn
α,A T , Vð Þ : ð18Þ

3. Central Extensions of Hom-δ-Jordan
Lie Triple Systems

Let ðT , ½·, · , · �, δ, αÞ be a multiplicative Hom-δ-Jordan Lie
triple system and V be a trivial ðT , ½·, · , · �, δ, αÞ-module
with respect to αV . Then, ðV , 0, αVÞ is an abelian multiplica-
tive Hom-δ-Jordan Lie triple system with the trivial product.
A multiplicative Hom-δ-Jordan Lie triple system ðTC ,
½·, · , · �C , δ, αCÞ is said to be a central extension of ðT , ½·, · , · �,
δ, αÞ by ðV , 0, δ, αVÞ if the following commutative diagram
holds with the exact rows of Hom-δ-Jordan Lie triple
systems.

where αC ∘ ι = ι ∘ αV ,α ∘ π = π ∘ αC , s is a linear map satisfying
πs = idT and αC ∘ s = s ∘ α, and ιðVÞ ⊆ ZðTCÞ = fx ∈ TC ∣ ½x,
TC , TC�C = 0g. Two central extensions ðTC , ½·, · , · �C , δ, αCÞ
and ðTC′, ½·, · , · �C′, δ, αC′Þ are equivalent, if the following
commutative diagram holds.

where φ : ðTC , ½·, · , · �C , δ, αCÞ⟶ ðTC′, ½·, · , · �C′, δ, αC′Þ is
an isomorphism.

Theorem 7. There is bijective mapping between H3
α,αV ðT , VÞ

and equivalent classes of central extensions of ðT , ½·, · , · �, δ,
αÞ by ðV , 0, δ, αVÞ.

Proof. First, we show that there is a bijective mapping
between Z3

α,αV ðT , VÞ and central extensions of ðT , ½·, · , · �,
δ, αÞ by ðV , 0, δ, αVÞ:

Suppose that ðTC , ½·, · , · �C , δ, αCÞ is a central extension
of ðT , ½·, · , · �, δ, αÞ by ðV , 0, δ, αVÞ. Then, the following
commutative diagram holds:

with αC ∘ ι = ι ∘ αV , α ∘ π = π ∘ αC , and a linear map s satisfy-
ing αC ∘ s = s ∘ α and πs = idT .

For t1, t2, t3 ∈ T , since π½sðt1Þ, sðt2Þ, sðt3Þ�C − πs½t1, t2, t3�
= ½πsðt1Þ, πsðt2Þ, πsðt3Þ� − ½t1, t2, t3� = 0, it follows that
½sðt1Þ, sðt2Þ, sðt3Þ�C − s½t1, t2, t3� ∈ Ker π = ιðVÞ. Define a tri-
linear map g : T × T × T ⟶V by

ιg t1, t2, t3ð Þ = s t1ð Þ, s t2ð Þ, s t3ð Þ½ �C − s t1, t2, t3½ �: ð19Þ

Since ι is injective, g is well defined, and it follows from
ιðVÞ ⊆ ZðTCÞ that

s t1ð Þ, s t2ð Þ, s t3ð Þ½ �C , u, v
� �

C
= s t1, t2, t3½ �, u, v½ �C ,∀u, v ∈ TC:

ð20Þ

Note that g satisfies gðt1, t2, t3Þ = −δgðt2, t1, t3Þ, gðt1, t2,
t3Þ + gðt2, t3, t1Þ + gðt3, t1, t2Þ = 0 and

ιg α t1ð Þ, α t2ð Þ, α t3ð Þð Þ
= sα t1ð Þ, sα t2ð Þ, sα t3ð Þ½ �C − s α t1ð Þ, α t2ð Þ, α t3ð Þ½ �
= αCs t1ð Þ, αCs t2ð Þ, αCs t3ð Þ½ �C − αCs t1, t2, t3½ �
= αC s t1ð Þ, s t2ð Þ, s t3ð Þ½ �C − s t1, t2, t3½ �� �

= αC ιg t1, t2, t3ð Þ
= ιαVg t1, t2, t3ð Þ:

ð21Þ

Hence, g ∈ C3
α,αV ðT , VÞ. Moreover, g ∈ Z3

α,αV ðT , VÞ since

ι d3homg
� �

t1, t2, t3, t4, t5ð Þ
= ι g t1, t2, t3½ �, α t4ð Þ, α t5ð Þð Þ + g α t3ð Þ, t1, t2, t4½ �, α t5ð Þð Þð

+ δg α t3ð Þ, α t4ð Þ, t1, t2, t5½ �ð Þ − g α t1ð Þ, α t2ð Þ, t3, t4, t5½ �ð ÞÞ
= s t1, t2, t3½ �, sα t4ð Þ, sα t5ð Þ½ �C − s t1, t2, t3½ �, α t4ð Þ, α t5ð Þ½ �

+ sα t3ð Þ, s t1, t2, t4½ �, sα t5ð Þ½ �C − s α t3ð Þ, t1, t2, t4½ �, α t5ð Þ½ �
+ δ sα t3ð Þ, sα t4ð Þ, s t1, t2, t5½ �½ �C − δs α t3ð Þ, α t4ð Þ, t1, t2, t5½ �½ �
− sα t1ð Þ, sα t2ð Þ, s t3, t4, t5½ �½ �C + s α t1ð Þ, α t2ð Þ, t3, t4, t5½ �½ �
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= s t1ð Þ, s t2ð Þ, s t3ð Þ½ �c, αCs t4ð Þ, αCs t5ð Þ� �
C

+ αCs t3ð Þ, s t1ð Þ, s t2ð Þ, s t4ð Þ½ �C , αCs t5ð Þ� �
C

+ δ αCs t3ð Þ, αCs t4ð Þ, s t1ð Þ, s t2ð Þ, s t5ð Þ½ �C
� �

C

− αCs t1ð Þ, αCs t2ð Þ, s t3ð Þ, s t4ð Þ, s t5ð Þ½ �C
� �

C
= 0: ð22Þ

On the other hand, let g ∈ Z3
α,αV ðT , VÞ and TC = T ⊕ V

with

t1, að Þ, t2, bð Þ, t3, cð Þ½ �C
= t1, t2, t3½ �, g t1, t2, t3ð Þð Þ ; αC t1, að Þ = α t1ð Þ, αV að Þð Þ:

ð23Þ
Thus, αC is linear, and

αC t1, að Þ, t2, bð Þ, t3, cð Þ½ �C
= αC t1, t2, t3½ �, g t1, t2, t3ð Þð Þ
= α t1, t2, t3½ �, αVg t1, t2, t3ð Þð Þ
= α t1ð Þ, α t2ð Þ, α t3ð Þ½ �, g α t1ð Þ, α t2ð Þ, α t3ð Þð Þð Þ
= α t1ð Þ, αV að Þð Þ, α t2ð Þ, αV bð Þð Þ, α t3ð Þ, αV cð Þð Þ½ �C
= αC t1, að Þ, αC t2, bð Þ, αC t3, cð Þ½ �C:

ð24Þ

Since that

αC t1, að Þ, αC t2, bð Þ, u, cð Þ, v, dð Þ, w, eð Þ½ �C
� �

C

= α t1ð Þ, αV að Þð Þ, α t2ð Þ, αV bð Þð Þ, u, v,w½ �, g u, v,wð Þð Þ½ �C
= α t1ð Þα t2ð Þ u, v,w½ �½ �, g α t1ð Þ, α t2ð Þ, u, v,w½ �ð Þð Þ
= t1, t2, u½ �α vð Þα wð Þ½ �, g t1, t2, u½ �, α vð Þ, α wð Þð Þð Þ

+ α uð Þ t1, t2, v½ �α wð Þ½ �, g α uð Þ, t1, t2, v½ �, α wð Þð Þð Þ
+ δ α uð Þα vð Þ t1, t2,w½ �½ �, δg α uð Þ, α vð Þ, t1, t2,w½ �ð Þð Þ

= t1, að Þ, t2, bð Þ, u, cð Þ½ �C , αC v, dð Þ, αC w, eð Þ� �
C

+ αC u, cð Þ, t1, að Þ, t2, bð Þ, v, dð Þ½ �C , αC w, eð Þ� �
C

+ δ αC u, cð Þ, αC v, dð Þ, t1, að Þ, t2, bð Þ, w, eð Þ½ �C
� �

C
:

ð25Þ

We have ðTC , ½·, · , · �c, δ, αCÞ which is a multiplicative
Hom-δ-Jordan Lie triple system.

Define three mappings ι : V ⟶ TC , π : TC ⟶ T , and
s : T ⟶ TC by ιðaÞ = ð0, aÞ, πðt, aÞ = t, and sðtÞ = ðt, 0Þ,
respectively. Then,

αC ∘ ι að Þ = αC 0, að Þ = 0, αV að Þð Þ = ι ∘ αV að Þ,
π ∘ αC t, að Þ = π α tð Þ, αV að Þð Þ = α tð Þ = α ∘ π t, að Þ,

πs = idT , αCs tð Þ = αC t, 0ð Þ = α tð Þ, 0ð Þ = sα tð Þ:
ð26Þ

It is clear that ιðVÞ is a subspace of ZðTCÞ. Hence, ðTC ,
½·, · , · �C , δ, αCÞ is a central extension of ðT , ½·, · , · �, δ, αÞ by
ðV , 0, δ, αVÞ.

Assume that ðTC , ½·, · , · �C , δ, αCÞ and ðTC′ , ½·, · , · �C′ , δ,
αC′ Þ are equivalent central extensions of ðT , ½·, · , · �, δ, αÞ by
ðV , 0, δ, αVÞ. Then, the following commutative diagram
holds:

such that π = π′ ∘ φ and φ ∘ ι = ι′ with an isomorphism φ and
πs = π′s′ = idT . For their corresponding 3-Hom-cocycles g
and g′ as above, we have

ιg t1, t2, t3ð Þ = s t1ð Þ, s t2ð Þ, s t3ð Þ½ �C − s t1, t2, t3½ �,

ι′g′ t1, t2, t3ð Þ = s′ t1ð Þ, s′ t2ð Þ, s′ t3ð Þ
h i

C
′ − s′ t1, t2, t3½ �,

ι′g t1, t2, t3ð Þ = φιg t1, t2, t3ð Þ
= φ s t1ð Þ, s t2ð Þ, s t3ð Þ½ �C − φs t1, t2, t3½ �:

ð27Þ

We have g − g′ ∈ B3
α,αV ðT , VÞ. In fact, since

π′s′ t1ð Þ − π′φs t1ð Þ = t1 − πs t1ð Þ = 0, ð28Þ

there exists a linear mapping f : T ⟶V by ι′ f ðt1Þ = s′ðt1Þ
− φsðt1Þ, for all t1 ∈ T . Then,

ι′ f α t1ð Þ = s′α t1ð Þ − φsα t1ð Þ = αC ′s′ t1ð Þ − φαCs t1ð Þ
= αC ′s′ t1ð Þ − αC ′φs t1ð Þ = αC ′ ι′ f t1ð Þ = ι′αV f t1ð Þ,

ð29Þ

that is, f ∈ C1
α,αV ðT ,VÞ. By s′ðt1Þ − φsðt1Þ = ι′ f ðt1Þ ∈ ZðTC ′Þ,

s′ t1ð Þ, s′ t2ð Þ, s′ t3ð Þ
h i

C
′ = φs t1ð Þ, φs t2ð Þ, φs t3ð Þ½ �C′
= φ s t1ð Þ, s t2ð Þ, s t3ð Þ½ �C:

ð30Þ

Then,

ι′ g′ − g
� �

t1, t2, t3ð Þ = −ι′ f t1, t2, t3½ �ð Þ = ι′ d1hom f
� �

t1, t2, t3ð Þ,
ð31Þ

so g′ − g = d1hom f ∈ B
3
α,αV ðT , VÞ.

Suppose g, g′ ∈ Z3
α,αV ðT , VÞ and g′ − g ∈ B3

α,αV ðT , VÞ;
i.e., there is f ∈ C1

α,αV ðT , VÞ satisfying g′ − g = d1hom f . Then,

ðg′ − gÞðt1, t2, t3Þ = −f ð½t1, t2, t3�Þ. Let ðTC , ½·, · , · �C , δ, αCÞ
and ðTC′, ½·, · , · �C′, δ, αCÞ, which are defined as above with
respect to g and g′, be two central extensions of ðT , ½·, · , · �,
δ, αÞ by ðV , 0, δ, αVÞ. Then, ιðaÞ = ð0, aÞ = ι′ðaÞ and πðt, aÞ
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= t = π′ðt, aÞ. There is a linear map:

φ : TC , ·, · , ·½ �C , δ, αC
� �

⟶ TC ′ , ·, · , ·½ �C ′ , δ, αCð Þ,

t, að Þ↦ t, a − f tð Þð Þ,
ð32Þ

such that φιðaÞ = ι′ðaÞ and π′φðt, aÞ = π′ðt, a − f ðtÞÞ = t = π
ðt, aÞ: The following commutative diagram holds:

The sufficiency of φ is an isomorphism that is proven.
If φðt, aÞ = φð~t, ~aÞ, then ðt, a − f ðtÞÞ = ð~t, ~a − f ð~tÞÞ; that

is, t =~t and a − f ðtÞ = ~a − f ð~tÞ; then, a = ~a; hence, φ is injec-
tive; φ is obviously surjective. Note that

φαC t, að Þ
= φ α tð Þ, αV að Þð Þ = α tð Þ, αV að Þ − f α tð Þð Þ
= α tð Þ, αV að Þ − αV f tð Þð Þ = αC ′ t, a − f tð Þð Þ = αC ′φ t, að Þ,

φ t1, að Þ, t2, bð Þ, t3, cð Þ½ �C
= φ t1, t2, t3½ �, g t1, t2, t3ð Þð Þ
= t1, t2, t3½ �, g t1, t2, t3ð Þ − f t1, t2, t3½ �ð Þð Þ
= t1, t2, t3½ �, g′ t1, t2, t3ð Þ
� �

= t1, a − f t1ð Þð Þ, t2, b − f t2ð Þð Þ, t3, c − f t3ð Þð Þ½ �C′
= φ t1, að Þ, φ t2, bð Þ, φ t3, cð Þ½ �C′ :

ð33Þ

The equivalence of ðTC , ½·, · , · �C , δ, αCÞ and ðTC′ ,
½·, · , · �C′ , δ, αC′ Þ is proven.

4. Nijenhuis Operators of Hom-δ-Jordan
Lie Triple Systems

In this section, the deformation of Hom-δ-Jordan Lie triple
systems is studied. The notion of Nijenhuis operators of
Hom-δ-Jordan Lie triple systems is introduced, and the triv-
ial deformations of this kind of operators are shown.

Let ðT , ½·, · , · �, δ, αÞ be a Hom-δ-Jordan Lie triple system
and ψ : T3 ⟶ T be a trilinear mapping. Consider a λ-
parametrized family of linear operations:

t1, t2, t3½ �λ = t1, t2, t3½ � + λψ t1, t2, t3ð Þ, ð34Þ

where λ is a formal variable.
We call that ψ generates a λ-parameter infinitesimal

deformation of the Hom-δ-Jordan Lie triple system, if
½·, · , · �λ endow T with the Hom-δ-Jordan Lie triple system
structure which is denoted by Tλ.

(i) ψ itself defines a Hom-δ-Jordan Lie triple system
structure on T

(ii) ψ is a 3-cocycle of T

Theorem 8. ψ generates a λ -parameter infinitesimal defor-
mation of the Hom-δ-Jordan Lie triple system T ; then, the
following two conclusions hold:

Proof.

t1, t2, t3½ �λ = t1, t2, t3½ � + λψ t1, t2, t3ð Þ,
−δ t2, t1, t3½ �λ = −δ t2, t1, t3½ � − δλψ t2, t1, t3ð Þ:

ð35Þ

We have

ψ t1, t2, t3ð Þ = −δψ t2, t1, t3ð Þ: ð36Þ

From the equality

0 = t1, t2, t3½ �λ + t2, t3, t1½ �λ + t3, t1, t2½ �λ
= t1, t2, t3½ � + t2, t3, t1½ � + t3, t1, t2½ � + λ ψ t1, t2, t3ð Þð

+ ψ t2, t3, t1ð Þ + ψ t3, t1, t2ð ÞÞ,
ð37Þ

it follows that

ψ t1, t2, t3ð Þ + ψ t2, t3, t1ð Þ + ψ t3, t1, t2ð Þ = 0: ð38Þ

For the equality

α t1ð Þ, α t2ð Þ, r1, r2, r3½ �λ
� �

λ
= t1, t2, r1½ �λ, α r2ð Þ, α r3ð Þ� �

λ

+ α r1ð Þ, t1, t2, r2½ �λα r3ð Þ� �
λ

+ δ α r1ð Þ, α r2ð Þ, t1, t2, r3½ �λ
� �

λ
,

ð39Þ

the left hand side is equal to

α t1ð Þ, α t2ð Þ, r1, r2, r3½ � + λψ r1, r2, r3ð Þ½ �λ
= α t1ð Þ, α t2ð Þ, r1, r2, r3½ �½ � + λψ α t1ð Þ, α t2ð Þ, r1, r2, r3½ �ð Þ

+ α t1ð Þ, α t2ð Þ, λψ r1, r2, r3ð Þ½ �
+ λψ α t1ð Þ, α t2ð Þ, λψ r1, r2, r3ð Þð Þ

= α t1ð Þ, α t2ð Þ, r1, r2, r3½ �½ � + λ ψ α t1ð Þ, α t2ð Þ, r1, r2, r3½ �ð Þð
+ α t1ð Þ, α t2ð Þ, ψ r1, r2, r3ð Þ½ �Þ
+ λ2ψ α t1ð Þ, α t2ð Þ, ψ r1, r2, r3ð Þð Þ,

ð40Þ

and the right hand side is equal to

t1, t2, r1½ � + λψ t1, t2, r1ð Þ, α r2ð Þ, α r3ð Þ½ �λ
+ α r1ð Þ, t1, t2, r2½ � + λψ t1, t2, r2ð Þ, α r3ð Þ½ �λ
+ δ α r1ð Þ, α r2ð Þ, t1, t2, r3½ � + λψ t1, t2, r3ð Þ½ �λ

= t1, t2, r1½ �, α r2ð Þ, α r3ð Þ½ � + α r1ð Þ, t1, t2, r2½ �, α r3ð Þ½ �
+ δ α r1ð Þ, α r2ð Þ, t1, t2, r3½ �½ �
+ λ ψ t1, t2, r1½ �, α r2ð Þ, α r3ð Þð Þð
+ ψ t1, t2, r1ð Þ, α r2ð Þ, α r3ð Þ½ � + ψ α r1ð Þ, t1, t2, r2½ �, α r3ð Þð Þ
+ α r1ð Þ, ψ t1, t2, r2ð Þ, α r3ð Þ½ �
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+ δψ α r1ð Þ, α r2ð Þ, t1, t2, r3½ �ð Þ
+ δ α r1ð Þ, α r2ð Þ, ψ t1, t2, r3ð Þ½ �Þ
+ λ2 ψ ψ t1, t2, r1ð Þ, α r2ð Þ, α r3ð Þð Þð
+ ψ α r1ð Þ, ψ t1, t2, r2ð Þ, α r3ð Þð Þ
+ δψ α r1ð Þ, α r2ð Þ, ψ t1, t2, r3ð Þð ÞÞ: ð41Þ

Thus, we have

ψ α t1ð Þ, α t2ð Þ, r1, r2, r3½ �ð Þ + δD α t1ð Þ, α t2ð Þð Þψ r1, r2, r3ð Þ
= ψ t1, t2, r1½ �, α r2ð Þ, α r3ð Þð Þ + θ α r2ð Þ, α r3ð Þð Þψ t1, t2, r1ð Þ

+ ψ α r1ð Þ, t1, t2, r2½ �, α r3ð Þð Þ
− δθ α r1ð Þ, α r3ð Þψ t1, t2, r2ð Þð Þ
+ δψ α r1ð Þ, α r2ð Þ, t1, t2, r3½ �ð Þ
+D α r1ð Þ, α r2ð Þð Þψ t1, t2, r3ð Þ,

ð42Þ

ψ α t1ð Þ, α t2ð Þ, ψ r1, r2, r3ð Þð Þ
= ψ ψ t1, t2, r1ð Þ, α r2ð Þ, α r3ð Þð Þ

+ ψ α r1ð Þ, ψ t1, t2, r2ð Þ, α r3ð Þð Þ
+ δψ α r1ð Þ, α r2ð Þ, ψ t1, t2, r3ð Þð Þ:

ð43Þ

Therefore, ψ defines a Hom-δ-Jordan Lie triple system
structure on T by (36), (38), and (43). Furthermore, by
(42), ψ is a 3-cocycle.

A deformation is called trivial if there exists a linear map
N : T ⟶ T such that for φλ = id + λN : Tλ ⟶ T ,

φλ t1, t2, t3½ �λ = φλt1, φλt2, φλt3½ �: ð44Þ

It is clear that

φλ t1, t2, t3½ �λ = t1, t2, t3½ � + λψ t1, t2, t3ð Þ
+ λN t1, t2, t3½ � + λψ t1, t2, t3ð Þð Þ

= t1, t2, t3½ � + λ ψ t1, t2, t3ð Þ +N t1, t2, t3½ �ð Þ
+ λ2Nψ t1, t2, t3ð Þ,

φλt1, φλt2, φλt3½ � = t1 + λNt1, t2 + λNt2, t3 + λNt3½ �
= t1, t2, t3½ � + λ Nt1, t2, t3½ � + t1,Nt2, t3½ �ð

+ t1, t2,Nt3½ �Þ + λ2 Nt1,Nt2, t3½ �ð
+ Nt1, t2,Nt3½ � + t1,Nt2,Nt3½ �Þ
+ λ3 Nt1,Nt2,Nt3½ �:

ð45Þ

Thus, we have

ψ t1, t2, t3ð Þ = Nt1, t2, t3½ � + t1,Nt2, t3½ � + t1, t2,Nt3½ �
−N t1, t2, t3½ � = θ t2, t3ð ÞN t1ð Þ
− δθ t1, t3ð ÞN t2ð Þ + δD t1, t2ð ÞN t3ð Þ
−N t1, t2, t3½ �,

ð46Þ

Nψ t1, t2, t3ð Þ = Nt1,Nt2, t3½ � + Nt1, t2,Nt3½ � + t1,Nt2,Nt3½ �,
ð47Þ

0 = Nt1,Nt2,Nt3½ �: ð48Þ
By the cohomologies discussed in Section 2, equation

(46) can be represented in terms of 1-coboundary as ψ =
d1homN . Furthermore, the following condition holds for N
by (46) and (47):

N2 t1, t2, t3½ � =N Nt1, t2, t3½ � +N t1,Nt2, t3½ � +N t1, t2,Nt3½ �
− Nt1,Nt2, t3½ � + Nt1, t2,Nt3½ � + t1,Nt2,Nt3½ �ð Þ:

ð49Þ

In the following, we denote by

ψ t1, t2, t3ð Þ = t1, t2, t3½ �N , ð50Þ

then, (47) is equivalent to 51

N t1, t2, t3½ �N = Nt1,Nt2, t3½ � + Nt1, t2,Nt3½ � + t1,Nt2,Nt3½ �:
ð51Þ

Definition 9. A linear operator N : T ⟶ T is said to be a
Nijenhuis operator if and only if (48) and (49) hold.

Theorem 10. Let N be a Nijenhuis operator for T . Then, a
deformation of T can be obtained if

ψ t1, t2, t3ð Þ = θ t2, t3ð ÞN t1ð Þ − δθ t1, t3ð ÞN t2ð Þ
+ δD t1, t2ð ÞN t3ð Þ −N t1, t2, t3½ �: ð52Þ

Moreover, ψ is a trivial deformation.

Proof. Clearly, ψ = dN and dψ = d2N = 0. Then, ψ is a 3-
cocycle of T . In the following, we show that (4) holds for
ψ. By (46), (50), and (51), we have

ψ α t1ð Þ, α t2ð Þ, ψ r1, r2, r3ð Þð Þ
= α t1ð Þ, α t2ð Þ, Nr1, r2, r3½ �½

+ r1,Nr2, r3½ � + r1, r2,Nr3½ � −N r1, r2, r3½ ��N
= α t1ð Þ, α t2ð Þ, Nr1, r2, r3½ �½ �N + α t1ð Þ, α t2ð Þ, r1,Nr2, r3½ �½ �N

+ α t1ð Þ, α t2ð Þ, r1, r2,Nr3½ �½ �N − α t1ð Þ, α t2ð Þ,N r1, r2, r3½ �½ �N
= Nα t1ð Þ, α t2ð Þ, Nr1, r2, r3½ �½ � + α t1ð Þ,Nα t2ð Þ, Nr1, r2, r3½ �½ �

+ α t1ð Þ, α t2ð Þ,N Nr1, r2, r3½ �½ � −N α t1ð Þ, α t2ð Þ, Nr1, r2, r3½ �½ �
+ Nα t1ð Þ, α t2ð Þ, r1,Nr2, r3½ �½ � + α t1ð Þ,Nα t2ð Þ, r1,Nr2, r3½ �½ �
+ α t1ð Þ, α t2ð Þ,N r1,Nr2, r3½ �½ � −N α t1ð Þ, α t2ð Þ, r1,Nr2, r3½ �½ �
+ Nα t1ð Þ, α t2ð Þ, r1, r2,Nr3½ �½ � + α t1ð Þ,Nα t2ð Þ, r1, r2,Nr3½ �½ �
+ α t1ð Þ, α t2ð Þ,N r1, r2,Nr3½ �½ � −N α t1ð Þ, α t2ð Þ, r1, r2,Nr3½ �½ �
− Nα t1ð Þ, α t2ð Þ,N r1, r2, r3½ �½ � − α t1ð Þ,Nα t2ð Þ,N r1, r2, r3½ �½ �
− α t1ð Þ, α t2ð Þ,N2 r1, r2, r3½ �� �

+N α t1ð Þ, α t2ð Þ,N r1, r2, r3½ �½ �
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= Nα t1ð Þ, α t2ð Þ, Nr1, r2, r3½ �½ � + α t1ð Þ,Nα t2ð Þ, Nr1, r2, r3½ �½ �
−N α t1ð Þ, α t2ð Þ, Nr1, r2, r3½ �½ � + Nα t1ð Þ, α t2ð Þ, r1,Nr2, r3½ �½ �
+ α t1ð Þ,Nα t2ð Þ, r1,Nr2, r3½ �½ � −N α t1ð Þ, α t2ð Þ, r1,Nr2, r3½ �½ �
+ Nα t1ð Þ, α t2ð Þ, r1, r2,Nr3½ �½ � + α t1ð Þ,Nα t2ð Þ, r1, r2,Nr3½ �½ �
−N α t1ð Þ, α t2ð Þ, r1, r2,Nr3½ �½ � − Nα t1ð Þ, α t2ð Þ,N r1, r2, r3½ �½ �
− α t1ð Þ,Nα t2ð Þ,N r1, r2, r3½ �½ � +N α t1ð Þ, α t2ð Þ,N r1, r2, r3½ �½ �
+ α t1ð Þ, α t2ð Þ, Nr1,Nr2, r3½ �½ + α t1ð Þ, α t2ð Þ, Nr1, r2,Nr3½ �½
+ α t1ð Þ, α t2ð Þ, r1,Nr2,Nr3½ �½ �: ð53Þ

Similarly, a direct computation shows that

ψ ψ t1, t2, r1ð Þ, α r2ð Þ, α r3ð Þð Þ
= Nt1,Nt2, r1½ �, α r2ð Þ, α r3ð Þ½ � + Nt1, t2,Nr1½ �, α r2ð Þ, α r3ð Þ½ �

+ t1,Nt2,Nr1½ �, α r2ð Þ, α r3ð Þ½ � + Nt1, t2, r1½ �,Nα r2ð Þ, α r3ð Þ½ �
+ Nt1, t2, r1½ �, α r2ð Þ,Nα r3ð Þ½ � −N Nt1, t2, r1½ �, α r2ð Þ, α r3ð Þ½ �
+ t1,Nt2, r1½ �,Nα r2ð Þ, α r3ð Þ½ � + t1,Nt2, r1½ �, α r2ð Þ,Nα r3ð Þ½ �
−N t1,Nt2, r1½ �, α r2ð Þ, α r3ð Þ½ � + t1, t2,Nr1½ �,Nα r2ð Þ, α r3ð Þ½ �
+ t1, t2,Nr1½ �, α r2ð Þ,Nα r3ð Þ½ � −N t1, t2,Nr1½ �, α r2ð Þ, α r3ð Þ½ �
− N t1, t2, r1½ �,Nα r2ð Þ, α r3ð Þ½ � − N t1, t2, r1½ �, α r2ð Þ,Nα r3ð Þ½ �
+N N t1, t2, r1½ �, α r2ð Þ, α r3ð Þ½ �, ψ α r1ð Þ, ψ t1, t2, r2ð Þ, α r3ð Þð Þ

= Nα r1ð Þ, Nt1, t2, r2½ �, α r3ð Þ½ � + α r1ð Þ, Nt1, t2, r2½ �,Nα r3ð Þ½ �
−N α r1ð Þ, Nt1, t2, r2½ �, α r3ð Þ½ � + Nα r1ð Þ, t1,Nt2, r2½ �, α r3ð Þ½ �
+ α r1ð Þ, t1,Nt2, r2½ �,Nα r3ð Þ½ � −N α r1ð Þ, t1,Nt2, r2½ �, α r3ð Þ½ �
+ Nα r1ð Þ, t1, t2,Nr2½ �, α r3ð Þ½ � + α r1ð Þ, t1, t2,Nr2½ �,Nα r3ð Þ½ �
−N α r1ð Þ, t1, t2,Nr2½ �, α r3ð Þ½ � − Nα r1ð Þ,N t1, t2, r2½ �, α r3ð Þ½ �
− α r1ð Þ,N t1, t2, r2½ �,Nα r3ð Þ½ � +N α r1ð Þ,N t1, t2, r2½ �, α r3ð Þ½ �
+ α r1ð Þ, Nt1,Nt2, r2½ �, α r3ð Þ½ � + α r1ð Þ, Nt1, t2,Nr2½ �, α r3ð Þ½ �
+ α r1ð Þ, t1,Nt2,Nr2½ �, α r3ð Þ½ �,

δψ α r1ð Þ, α r2ð Þ, ψ t1, t2, r3ð Þð Þ
= δ Nα r1ð Þ, α r2ð Þ, Nt1, t2, r3½ �½ � + δ α r1ð Þ,Nα r2ð Þ, Nt1, t2, r3½ �½ �

− δN α r1ð Þ, α r2ð Þ, Nt1, t2, r3½ �½ � + δ Nα r1ð Þ, α r2ð Þ, t1,Nt2, r3½ �½ �
+ δ α r1ð Þ,Nα r2ð Þ, t1,Nt2, r3½ �½ � − δN α r1ð Þ, α r2ð Þ, t1,Nt2, r3½ �½ �
+ δ Nα r1ð Þ, α r2ð Þ, t1, t2,Nr3½ �½ � + δ α r1ð Þ,Nα r2ð Þ, t1, t2,Nr3½ �½ �
− δN α r1ð Þ, α r2ð Þ, t1, t2,Nr3½ �½ � − δ Nα r1ð Þ, α r2ð Þ,N t1, t2, r3½ �½ �
− δ α r1ð Þ,Nα r2ð Þ,N t1, t2, r3½ �½ � + δN α r1ð Þ, α r2ð Þ,N t1, t2, r3½ �½ �
+ δ α r1ð Þ, α r2ð Þ, Nt1,Nt2, r3½ �½ � + δ α r1ð Þ, α r2ð Þ, Nt1, t2,Nr3½ �½ �
+ δ α r1ð Þ, α r2ð Þ, t1,Nt2,Nr3½ �½ �:

ð54Þ

Note that N ∈ C1
αðTÞ; by (4), (51), and Theorem 8, it fol-

lows that

ψ α t1ð Þ, α t2ð Þ, ψ r1, r2, r3ð Þð Þ − ψ ψ t1, t2, r1ð Þ, α r2ð Þ, α r3ð Þð Þ
− ψ α r1ð Þ, ψ t1, t2, r2ð Þ, α r3ð Þð Þ
− δψ α r1ð Þ, α r2ð Þ, ψ t1, t2, r3ð Þð Þ = 0:

ð55Þ

The conclusion of Theorem 10 is proven.

Remark 11. Let N be a Nijenhuis operator. If k,m > 0, then

t1, t2, t3½ �Nk+1 = t1, t2, t3½ �Nk

� �
N
,

t1, t2, t3½ �Nk

� �
Nm = t1, t2, t3½ �Nk

� �
N

� �
Nm−1

= t1, t2, t3½ �Nk+1
� �

Nm−1 = t1, t2, t3½ �Nk+2
� �

Nm−2

=⋯ = t1, t2, t3½ �Nk+m :

ð56Þ

Remark 12. Let N be a Nijenhuis operator; by mathematical
induction and (48), for any k > 0, Nk is also a Nijenhuis
operator.
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