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This paper is aimed at establishing the generalized forms of Riemann-Liouville fractional inequalities of the Hadamard type for a
class of functions known as strongly exponentially ðα, h −mÞ-p-convex functions. These inequalities provide some general
formulas from which one can get associated inequalities for various types of exponentially convex and strongly convex
functions. Refinements of well-known inequalities are also deducible from the established theorems.

1. Introduction

The notion of convexity is utilized significantly for finding
solutions of essential mathematical problems in subjects of
science and engineering. Leading with major developments
in several branches of mathematics, convexity made its
way in statistics, geometric function theory, graph theory,
and economics. In recent decades, classes of functions
related to convex functions are frequently used in proving
new fractional integral inequalities in the form of numer-
ous refinements and generalizations of classical
inequalities.

Let I be an interval of real numbers. A function f : I
⟶ℝ satisfying f ðxt + ð1 − tÞyÞ ≤ t f ðxÞ + ð1 − tÞf ðyÞ, for
all x, y ∈ I and t ∈ ½0, 1�, is called convex function.

A convex function satisfies the well-known Hadamard
inequality:

f
x + y
2

� �
≤

1
y − x

ðy
x
f ξð Þdξ ≤ f xð Þ + f yð Þ

2 : ð1Þ

If f is concave function, then, (1) holds in a reverse
order. The inequality (1) had/has been studied by many

researchers and consequently obtained a lot of its variants
by introducing new classes of functions. For example, in
[1], it is studied for s-convex functions; in [2], it is studied
for ðp − hÞ-convex functions; in [3, 4], it is studied for har-
monically convex functions; in [5], it is studied for strongly
harmonically convex and strongly p-convex functions. Our
goal in this paper is to study the inequality (1) for strongly
exponentially ðα, h −mÞ-p-convex functions.

Definition 1 (see [6]). A function f : ð0, b�⟶ℝ is called
strongly exponentially (α, h-m)-p-convex with modulus c
≥ 0, if f is nonnegative and

f txp +m 1 − tð Þypð Þ1/p
� �

≤ h tαð Þ f xð Þ
eηx

+mh 1 − tαð Þ f yð Þ
eηy

− cmh tαð Þh 1 − tαð Þ yp − xpj j2
eη xp+ypð Þ ,

ð2Þ

holds, while J ⊆ℝ is an interval containing ð0, 1Þ and h : J
⟶ℝ is a nonnegative function along with x, y,m−1y,
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ðtxp +mð1 − tÞypÞ1/p ∈ ð0, b�, t ∈ ð0, 1Þ, p ∈ℝ \ f0g, and ðα,
mÞ ∈ ½0, 1�2.

By using (2), one can find various classes of functions
closely related with the convex function and strongly convex
functions already defined by different authors. Strongly con-
vex functions provide the refinements of convex functions.

In [2], Theorem 5, if we take I⊂ð0,∞Þ, p ∈ℝ \ f0g, and
hðtÞ = t, then, we have the following theorem.

Theorem 2. Let f :½a, b� ⊂ ð0,∞Þ⟶ℝ be a positive function
such that f ∈ L1½a, b�. If f is a p-convex function on ½a, b�, p
∈ℝ \ f0g. Then, the following integral inequality holds:

f
ap + bp

2

� �1/p !
≤

p

bp − ap

ðb
a

f tð Þ
t1−p

dt ≤
f að Þ + f bð Þ

2
: ð3Þ

Our aim in this paper is the derivation of compact forms
of Hadamard-type inequalities for strongly exponentially ðα
, h −mÞ-p-convex functions via Riemann-Liouville fractional
integrals involving monotone functions. The established for-
mulas will generate Hadamard-type inequalities for frac-
tional Riemann-Liouville integrals which have been
published by various authors in the recent past (see Remarks
11 & 23). Also, Hadamard-type inequalities are deducible for
some new classes of functions (see Corollaries 12–32). In the
following, we give the definition of Riemann-Liouville frac-
tional integrals:

Definition 3. Let f ∈ L1½a, b�. Then, Riemann-Liouville frac-
tional integral operators of order μ for a function f , where
RðμÞ > 0, are given by

Iμa+ f xð Þ = 1
Γ μð Þ

ðx
a
x − tð Þμ−1 f tð Þdt, x > a,

Iμb− f xð Þ = 1
Γ μð Þ

ðb
x
t − xð Þμ−1 f tð Þdt,  x < b:

ð4Þ

Next, we give Hadamard-type inequalities via Riemann-
Liouville fractional integrals of convex functions as follows:

Theorem 4 (see [7]). Let f : ½a, b�⟶ℝ be a positive func-
tion with 0 ≤ a < b and f ∈ L1½a, b�. If f is a convex function
on ½a, b�, then, the following fractional integral inequality
holds:

f
a + b
2

� �
≤

Γ μ + 1ð Þ
2 b − að Þμ Iμa+ f bð Þ + Iμb− f að Þ� �

≤
f að Þ + f bð Þ

2
,

ð5Þ

with μ > 0.

Theorem 5 (see [8]).With the assumptions given in Theorem
4, one can have the fractional integral inequality as follows:

f
a + b
2

� �
≤
2μ−1Γ μ + 1ð Þ

b − að Þμ Iμ a+bð Þ/2ð Þ+ f bð Þ + Iμ a+bð Þ/2ð Þ− f að Þ
h i

≤
f að Þ + f bð Þ

2
,

ð6Þ

with μ > 0.

Theorem 6 (see [7]). Let f : ½a, b�⟶ℝ be a differentiable
mapping on ða, bÞ with a < b. If j f ′j is convex on ½a, b�, then,
the following fractional integral inequality holds:

f að Þ + f bð Þ
2

−
Γ μ + 1ð Þ
2 b − að Þμ Iμa+ f bð Þ + Iμb− f að Þ� �����

����
≤

b − a
2 μ + 1ð Þ 1 −

1
2μ

� �
f ′ að Þ�� �� + f ′ bð Þ�� ��h i

:

ð7Þ

The definition of k-fractional Riemann-Liouville integral
operators is given as follows:

Definition 7 (see [9]). Let f ∈ L1½a, b�, k > 0. Then, k-frac-
tional Riemann-Liouville integrals for a function f of order
μ where RðμÞ > 0 are given by

kI
μ
a+ f xð Þ = 1

kΓk μð Þ
ðx
a
x − tð Þ μ/kð Þ−1 f tð Þdt, x > a,

kI
μ
b− f xð Þ = 1

kΓk μð Þ
ðb
x
t − xð Þ μ/kð Þ−1 f tð Þdt, x < b,

ð8Þ

where Γkð:Þ is defined as follows:

Γk μð Þ =
ð∞
0
tμ−1e− tk/kð Þdt, R μð Þ > 0: ð9Þ

The generalized form of Riemann-Liouville fractional
integrals is given in the following definition:

Definition 8 (see [10]). Let f ∈ L1½a, b�. Also, let ψ be an
increasing and positive monotone function on ða, b�, having
a continuous derivative ψ′ on ða, bÞ. The left-sided and
right-sided fractional integrals of a function f with respect
to another function ψ on ½a, b� of order μ where RðμÞ > 0
are given by

Iμ,ψa+ f xð Þ = 1
Γ μð Þ

ðx
a
ψ′ tð Þ ψ xð Þ − ψ tð Þð Þμ−1 f tð Þdt, x > a,

Iμ,ψb− f xð Þ = 1
Γ μð Þ

ðb
x
ψ′ tð Þ ψ tð Þ − ψ xð Þð Þμ−1 f tð Þdt, x < b:

ð10Þ

The definition of the k-analogue of the abovementioned
definition is given as follows:
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Definition 9 (see [11]). Let f , ψ, μ be the same as in the
abovementioned definition. Then, for k > 0, the k-analogue
of (10) and is given by

kI
μ,ψ
a+ f xð Þ = 1

kΓk μð Þ
ðx
a
ψ′ tð Þ ψ xð Þ − ψ tð Þð Þ μ/kð Þ−1 f tð Þdt, x > a,

kIμ,ψb− f xð Þ =
1

kΓk μð Þ
ðb
x
ψ′ tð Þ ψ tð Þ − ψ xð Þð Þ μ/kð Þ−1 f tð Þdt, x < b:

ð11Þ

Using the fact that ΓkðμÞ = kðμ/kÞ−1Γðμ/kÞ in (10) after
replacing μ by μ/k, we get

k−μ/kIμ,ψa+ f xð Þ = kI
μ,ψ
a+ f xð Þ,

k−μ/kIμ,ψb− f xð Þ = kI
μ,ψ
b− f xð Þ:

ð12Þ

For further detailed study on fractional integrals, we
refer the readers to [12, 13]. In the next section, we formu-
late the Hadamard-type inequalities for strongly exponen-
tially ðα, h −mÞ-p-convex function via integrals (10) which
are compact forms of a plenty of well-known Hadamard-
type inequalities holding for classes of convex, strongly con-
vex, and exponentially convex functions. Specifically, one
can have refinements of the inequalities proved in recent
decades. Several special case inequalities in the form of cor-
ollaries are also given.

2. Main Results

We will use the following notations for terms which will
appear frequently in the results of this section

cμ,m ψp að Þ, ψp bð Þð Þ = cm μ μ + 1ð Þ ψp bð Þ − ψp að Þð Þ2 + 2
h

� ψp að Þ
m

−mψp bð Þ
� �2

+ 2μ ψp bð Þ − ψp að Þð Þ

� ψp að Þ
m

−mψp bð Þ
� �	

,

Rh,H
α,μ,m,η ψp að Þ, ψp bð Þð Þ = cmμ g2 ηð Þh 1

2α
� �

ψp bð Þ − ψp að Þð Þ2
eη ψp að Þ+ψp bð Þð Þ

"

+mg3 ηð ÞH 1
2

� �
ψp bð Þ − ψp að Þ/m2
 �
 �2
eη ψp að Þ/m2ð Þ+ψp bð Þð Þ

#
ð1
0
h tαð ÞH tð Þtμ−1dt,

Fμ,m ψp að Þ, ψp bð Þð Þ = cm μ μ + 1ð Þ ψp bð Þ − ψp að Þð Þ2 + μ2 + 5μ + 8

 �h

� ψp að Þ
m

−mψp bð Þ
� �2

+ 2μ μ + 3ð Þ × ψp bð Þ − ψp að Þð Þ

� ψp að Þ
m

−mψp bð Þ
� �	

,

Ah,H
α,μ,m,η f ψ að Þð Þ, f ψ bð Þð Þð Þ = μ g2 ηð Þh 1

2α
� �

f ψ að Þð Þ
eηψ að Þ

�

+mg3 ηð ÞH 1
2

� �
f ψ bð Þð Þ
eηψ bð Þ

	ð1
0
h tαð Þtμ−1dt,

Bh,H
α,μ,m,η f ψ að Þð Þ, f ψ bð Þð Þð Þ =mμ g2 ηð Þh 1

2α
� �

f ψ bð Þð Þ
eηψ bð Þ

�

+mg3 ηð ÞH 1
2

� �
f ψp að Þ/m2
 �
e ηψ að Þ/m2ð Þ

	ð1
0
H tð Þtμ−1dt:

ð13Þ

Theorem 10. Let f , ψ : ½ap,mbp� ⊂ ð0,∞Þ⟶ℝ, range ðψÞ
⊂ ½ap,mbp� be the positive functions such that f ∈ L1½ap,m
bp�, and ψ be a differentiable and strictly increasing. If f is
strongly exponentially ðα, h −mÞ-p-convex function on ½ap,
mbp� such that p, η ∈ℝ and p ≠ 0, then, for ðα,mÞ ∈ ð0, 1�2,
the following fractional integral inequalities hold:

(i) If p > 0,

f
ψp að Þ +mψp bð Þ

2

� �1/p
 !

+
cμ,m ψp að Þ, ψp bð Þð Þg1 ηð Þh 1/2αð ÞH 1/2ð Þ

μ + 1ð Þ μ + 2ð Þ

≤
Γ μ + 1ð Þ

mψp bð Þ − ψp að Þð Þμ g2 ηð Þh 1
2α

� �
× Iμ,ψψ−1 ψp að Þð Þ+ f ∘ ϕð Þ ψ−1 mψp bð Þð Þ
 ��

+mμ+1g3 ηð ÞH 1
2

� �
Iμ,ψψ−1 ψp bð Þð Þ− f ∘ ϕð Þ ψ−1 ψp að Þ

m

� �� �	
≤ Ah,H

α,μ,m,η f ψ að Þð Þ, f ψ bð Þð Þð Þ + Bh,H
α,μ,m,η f ψ að Þð Þ, f ψ bð Þð Þð Þ

− Rh,H
α,μ,m,η ψp að Þ, ψp bð Þð Þ,

ð14Þ

with μ > 0, HðtÞ = hð1 − tαÞ, ϕðtÞ = ψ1/pðtÞ for all t ∈ ½ap,m
bp� and

g1 ηð Þ = e−η ψp að Þ+ψp bð Þð Þ, if η > 0,
e−η mψp bð Þ+ ψp að Þ/mð Þð Þ, if η < 0,

(

g2 ηð Þ = e−η mψp bð Þð Þ1/p , if η < 0,
e−ηψ að Þ, if η > 0,

(

g3 ηð Þ =
e−ηψ bð Þ, if η < 0,

e−η ψp að Þ/mð Þ1/p , if η > 0

(
ð15Þ

(ii) For p < 0, one can have
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f
ψp að Þ +mψp bð Þ

2

� �1/p
 !

+
cμ,m ψp að Þ, ψp bð Þð Þg1 ηð Þh 1/2αð ÞH 1/2ð Þ

μ + 1ð Þ μ + 2ð Þ

≤
Γ μ + 1ð Þ

mψp bð Þ − ψp að Þð Þμ g2 ηð Þh 1
2α

� �
× Iμ,ψψ−1 ψp að Þð Þ− f ∘ ϕð Þ ψ−1 mψp bð Þð Þ
 ��

+mμ+1g3 ηð ÞH 1
2

� �
Iμ,ψψ−1 ψp bð Þð Þ+ f ∘ ϕð Þ ψ−1 ψp að Þ

m

� �� �	
≤ Ah,H

α,μ,m,η f ψ að Þð Þ, f ψ bð Þð Þð Þ + Bh,H
α,μ,m,η f ψ að Þð Þ, f ψ bð Þð Þð Þ

− Rh,H
α,μ,m,η ψp að Þ, ψp bð Þð Þ,

ð16Þ

with μ > 0, HðtÞ = hð1 − tαÞ, ϕðtÞ = ψ1/pðtÞ for all t ∈ ½mbp,
ap� and

g1 ηð Þ = e−η ψp að Þ+ψp bð Þð Þ, if η < 0,
e−η mψp bð Þ+ ψp að Þ/mð Þð Þ, if η > 0,

(

g2 ηð Þ = e−η mψp bð Þ1/pð , if η > 0,
e−ηψ að Þ, if η < 0,

(

g3 ηð Þ =
e−ηψ bð Þ, if η > 0,

e−η ψp að Þ/mð Þ1/p , if η < 0

(
ð17Þ

Proof. ðiÞ The following inequality holds for a strongly expo-
nentially ðα, h −mÞ-p-convex function

f
ψp xð Þ +mψp yð Þ

2

� �1/p
 !

≤ h
1
2α
� �

f ψ xð Þð Þ
eηψ xð Þ

+mH
1
2

� �
f ψ yð Þð Þ
eηψ yð Þ −

cmh 1/2αð ÞH 1/2ð Þ ψp yð Þ − ψp xð Þð Þ2
eη ψp xð Þ+ψp yð Þð Þ :

ð18Þ

By setting ψðxÞ = ðψpðaÞt +mð1 − tÞψpðbÞÞ1/p, ψðyÞ =
ððψpðaÞ/mÞð1 − tÞ + ψpðbÞtÞ1/p in (18) and then integrating
on ½0, 1� after multiplying with tμ−1, one can get

1
μ
f

ψp að Þ +mψp bð Þ
2

� �1/p
 !

≤ h
1
2α
� �

ð1
0

f ψp að Þt +m 1 − tð Þψp bð Þð Þð Þ1/p
�

eη ψp að Þt+m 1−tð Þψp bð Þð Þ1/p tμ−1dt +mH
1
2

� �

×
ð1
0

f ψp að Þ/mð Þ 1 − tð Þ + ψp bð ÞÞtð Þ1/p
� �

eη ψp að Þ/mð Þ 1−tð Þ+ψp bð ÞÞtð Þ1/p tμ−1dt − cmh
1
2α
� �

H
1
2

� �
ð1
0

1 − tð Þ ψp að Þ/mð Þ −mψp bð Þð Þ + t ψp bð Þ − ψp að Þð Þð Þ2
eη 1−tð Þ ψp að Þ/mð Þ+mψp bð Þð Þ+t ψp bð Þ+ψp að Þð Þð Þ1/p tμ−1dt:

ð19Þ

Setting ψðuÞ = ψpðaÞt +mð1 − tÞψpðbÞ and ψðvÞ = ðψpða
Þ/mÞð1 − tÞ + ψpðbÞt in (19) and multiplying by μ, after
applying Definition 3, the following inequality can be
obtained:

f
ψp að Þ +mψp bð Þ

2

� �1/p
 !

≤
Γ μ + 1ð Þ

mψp bð Þ − ψp að Þð Þμ

� g2 ηð Þh 1
2α
� �

Iμψp að Þð Þ+ f ∘ ϕð Þ mψp bð Þð Þ +mμ+1g3 ηð ÞH
�

� 1
2

� �
× Iμψp bð Þð Þ− f ∘ ϕð Þ ψp að Þ

m

� �	

−
cμ,m ψp að Þ, ψp bð Þð Þg1 ηð Þh 1/2αð ÞH 1/2ð Þ

μ + 1ð Þ μ + 2ð Þ :

ð20Þ

Now, by using definition of strongly exponentially ðα, h
−mÞ-p-convex function for f and then integrating the
resulting inequality on ½0, 1� after multiplying with tμ−1,
one can get

g2 ηð Þh 1
2α
� �ð1

0
f ψp að Þt +m 1 − tð Þψp bð Þð Þ1/p
� �

tμ−1dt +mg3

� ηð ÞH 1
2

� �ð1
0
f ψp að Þt +m 1 − tð Þψp bð Þð Þ1/p
� �

tμ−1dt

≤
Ah,H
α,μ,m,η f ψ að Þð Þ, f ψ bð Þð Þð Þ

μ
+
Bh,H
α,μ,m,η f ψ að Þð Þ, f ψ bð Þð Þð Þ

μ

−
Rh,H
α,μ,m,η ψp að Þ, ψp bð Þð Þ

μ
:

ð21Þ

Again, using substitution as considered in (20) leads to
the second inequality of (14)

(ii) The proof is followed on same lines as the proof of (i)

Remark 11. The aforementioned version of the Hadamard
inequalities gives (i) [4], Theorem 4 for p = −1, m = α = 1, h
= ψ = I, and c = η = 0; (ii) [3], Theorem 2.4 for p = −1, m =
α = μ = 1, h = ψ = I, and c = η = 0; (iii) [14], Theorem 3.10
for h = ψ = I and c = η = 0; (iv) [15], Corollary 2.2 for α = p
= 1, ψ = I, and c = η = 0; (v) Theorem 2 for α =m = p = 1, h
= ψ = I, and c = η = 0; (vi) [16], Theorem 2.1 for α = p = 1,
h = ψ = I, and c = η = 0; (vii) [14], Theorem 2.2 for ψ = I
and c = η = 0; (viii) Theorem 1 for α = μ =m = 1, h = ψ = I,
and c = η = 0; (ix) [17], Theorem 2.1 for α = μ =m = 1, p =
−1, hðtÞ = ts, ψ = I, and c = η = 0; (x) [1], Theorem 2.1 for α
= μ =m = p = 1, hðtÞ = ts, ψ = I, and c = η = 0; and (xi) [6],
Theorem 3 for ψ = I. Moreover, the refinements of all the
deduced results will occur for c > 0.

Corollary 12. ðiÞ For p > 0, one can have for the strongly ðα
, h −mÞ-p-convex function the following fractional integral
inequality:
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f
ψp að Þ +mψp bð Þ

2

� �1/p
 !

+
cμ,m ψp að Þ, ψp bð Þð Þh 1/2αð ÞH 1/2ð Þ

μ + 1ð Þ μ + 2ð Þ

≤
Γ μ + 1ð Þ

mψp bð Þ − ψp að Þð Þμ h
1
2α

� �
× Iμ,ψψ−1 ψp að Þð Þ+ f ∘ ϕð Þ ψ−1 mψp bð Þð Þ
 ��

+mμ+1H
1
2

� �
Iμ,ψψ−1 ψp bð Þð Þ− f ∘ ϕð Þ ψ−1 ψp að Þ

m

� �� �	
≤ Ah,H

α,μ,m,0 f ψ að Þð Þ, f ψ bð Þð Þð Þ + Bh,H
α,μ,m,0 f ψ að Þð Þ, f ψ bð Þð Þð Þ

− Rh,H
α,μ,m,0 ψp að Þ, ψp bð Þð Þ

ð22Þ

Proof. The abovementioned inequality can be deduced by
setting η = 0 in (14).

(ii) For p < 0, one can have for the strongly ðα, h −mÞ-p
-convex function the following fractional integral inequality:

f
ψp að Þ +mψp bð Þ

2

� �1/p
 !

+
cμ,m ψp að Þ, ψp bð Þð Þh 1/2αð ÞH 1/2ð Þ

μ + 1ð Þ μ + 2ð Þ

≤
Γ μ + 1ð Þ

mψp bð Þ − ψp að Þð Þμ h
1
2α
� �

× Iμ,ψψ−1 ψp að Þð Þ− f ∘ ϕð Þ ψ−1 mψp bð Þð Þ
 ��

+mμ+1H
1
2

� �
Iμ,ψψ−1 ψp bð Þð Þ+ f ∘ ϕð Þ ψ−1 ψp að Þ

m

� �� �	
≤ Ah,H

α,μ,m,0 f ψ að Þð Þ, f ψ bð Þð Þð Þ + Bh,H
α,μ,m,0 f ψ að Þð Þ, f ψ bð Þð Þð Þ

− Rh,H
α,μ,m,0 ψp að Þ, ψp bð Þð Þ

ð23Þ

Proof. The abovementioned inequality can be deduced by
setting η = 0 in (16).

Corollary 13. ðiÞ For p > 0, one can have for the strongly
exponentially ðh −mÞ-p-convex function the following frac-
tional integral inequality:

f
ψp að Þ +mψp bð Þ

2

� �1/p
 !

+
cμ,m ψp að Þ, ψp bð Þð Þg1 ηð Þh2 1/2ð Þ

μ + 1ð Þ μ + 2ð Þ

≤
h 1/2ð ÞΓ μ + 1ð Þ
mψp bð Þ − ψp að Þð Þμ g2 ηð Þ × Iμ,ψψ−1 ψp að Þð Þ+ f ∘ ϕð Þ ψ−1 mψp bð Þð Þ
 �h

+mμ+1g3 ηð ÞH 1
2

� �
Iμ,ψψ−1 ψp bð Þð Þ− f ∘ ϕð Þ ψ−1 ψp að Þ

m

� �� �	
≤ Ah,H

1,μ,m,η f ψ að Þð Þ, f ψ bð Þð Þð Þ + Bh,H
1,μ,m,η f ψ að Þð Þ, f ψ bð Þð Þð Þ

− Rh,H
1,μ,m,η ψp að Þ, ψp bð Þð Þ

ð24Þ

Proof. The abovementioned inequality can be deduced by
setting α = 1 in (14).

(ii) For p < 0, one can have for the strongly exponentially
ðh −mÞ-p-convex function the following fractional integral
inequality:

f
ψp að Þ +mψp bð Þ

2

� �1/p
 !

+
cμ,m ψp að Þ, ψp bð Þð Þg1 ηð Þh2 1/2ð Þ

μ + 1ð Þ μ + 2ð Þ

≤
h 1/2ð ÞΓ μ + 1ð Þ
mψp bð Þ − ψp að Þð Þμ g2 ηð Þ × Iμ,ψψ−1 ψp að Þð Þ− f ∘ ϕð Þ ψ−1 mψp bð Þð Þ
 �h

+mμ+1g3 ηð ÞH 1
2

� �
Iμ,ψψ−1 ψp bð Þð Þ+ f ∘ ϕð Þ ψ−1 ψp að Þ

m

� �� �	
≤ Ah,H

1,μ,m,η f ψ að Þð Þ, f ψ bð Þð Þð Þ + Bh,H
1,μ,m,η f ψ að Þð Þ, f ψ bð Þð Þð Þ

− Rh,H
1,μ,m,η ψp að Þ, ψp bð Þð Þ

ð25Þ

Proof. The abovementioned inequality can bed deduced by
setting α = 1 in (16).

Corollary 14. ðiÞ For p > 0, one can have for the strongly
exponentially ðs,mÞ-p-Godunova-Levin function the follow-
ing fractional integral inequality:

f
ψp að Þ +mψp bð Þ

2

� �1/p
 !

+
cμ,m ψp að Þ, ψp bð Þð Þg1 ηð Þ22s

μ + 1ð Þ μ + 2ð Þ

≤
Γ μ + 1ð Þ

2s mψp bð Þ − ψp að Þð Þμ g2 ηð ÞIμ,ψψp að Þð Þ+ f ∘ ϕð Þ ψ−1 mψp bð Þð Þ
 �h

+mμ+1g3 ηð ÞIμ,ψψp bð Þð Þ− f ∘ ϕð Þ ψ−1 ψp að Þ
m

� �� �	
≤ At−s , 1−tð Þ−s

α,μ,m,η f ψ að Þð Þ, f ψ bð Þð Þð Þ + Bt−s , 1−tð Þ−s
α,μ,m,η f ψ að Þð Þ, f ψ bð Þð Þð Þ

− Rt−s , 1−tð Þ−s
α,μ,m,η ψp að Þ, ψp bð Þð Þ

ð26Þ

Proof. The abovementioned inequality can be deduced by
setting α = 1 and hðtÞ = t−s in (2.1).

(ii) For p < 0, one can have for the strongly exponentially
ðs,mÞ-p-Godunova-Levin function the following fractional
integral inequality:

f
ψp að Þ +mψp bð Þ

2

� �1/p
 !

+
cμ,m ψp að Þ, ψp bð Þð Þg1 ηð Þ22s

μ + 1ð Þ μ + 2ð Þ

≤
Γ μ + 1ð Þ

2s mψp bð Þ − ψp að Þð Þμ g2 ηð ÞIμ,ψψp að Þð Þ− f ∘ ϕð Þ ψ−1 mψp bð Þð Þ
 �h

+mμ+1g3 ηð ÞIμ,ψψp bð Þð Þ+ f ∘ ϕð Þ ψ−1 ψp að Þ
m

� �� �	
≤ At−s , 1−tð Þ−s

α,μ,m,η f ψ að Þð Þ, f ψ bð Þð Þð Þ + Bt−s , 1−tð Þ−s
α,μ,m,η f ψ að Þð Þ, f ψ bð Þð Þð Þ

− Rt−s , 1−tð Þ−s
α,μ,m,η ψp að Þ, ψp bð Þð Þ

ð27Þ

Proof. The abovementioned inequality can be deduced by
setting α = 1 and hðtÞ = t−s in (16).

Corollary 15. ðiÞ For p > 0, one can have for the strongly
exponentially ðs,mÞ-p-convex function in the third sense the
following fractional integral inequality:
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f
ψp að Þ +mψp bð Þ

2

� �1/p
 !

+
cμ,m ψp að Þ, ψp bð Þð Þg1 ηð Þ

22s μ + 1ð Þ μ + 2ð Þ

≤
Γ μ + 1ð Þ

mψp bð Þ − ψp að Þð Þμ g2 ηð ÞIμ,ψψp að Þð Þ+ f ∘ ϕð Þ ψ−1 mψp bð Þð Þ
 �h

+mμ+1g3 ηð ÞIμψp bð Þð Þ− f ∘ ϕð Þ ψ−1 ψp að Þ
m

� �� �	
≤ Ats , 1−tð Þs

α,μ,m,η f ψ að Þð Þ, f ψ bð Þð Þð Þ + Bts , 1−tð Þs
α,μ,m,η f ψ að Þð Þ, f ψ bð Þð Þð Þ

− Rts , 1−tð Þs
α,μ,m,η ψp að Þ, ψp bð Þð Þ

ð28Þ

Proof. The abovementioned inequality can be deduced by
setting α = 1 and hðtÞ = ts in (14).

(ii) For p < 0, one can have for the strongly exponentially
ðs,mÞ-p-convex function in third sense the following frac-
tional integral inequality:

f
ψp að Þ +mψp bð Þ

2

� �1/p
 !

+
cμ,m ψp að Þ, ψp bð Þð Þg1 ηð Þ

22s μ + 1ð Þ μ + 2ð Þ

≤
Γ μ + 1ð Þ

mψp bð Þ − ψp að Þð Þμ g2 ηð ÞIμ,ψψp að Þð Þ− f ∘ ϕð Þ ψ−1 mψp bð Þð Þ
 �h

+mμ+1g3 ηð ÞIμψp bð Þð Þ+ f ∘ ϕð Þ ψ−1 ψp að Þ
m

� �� �	
≤ Ats , 1−tð Þs

α,μ,m,η f ψ að Þð Þ, f ψ bð Þð Þð Þ + Bts , 1−tð Þs
α,μ,m,η f ψ að Þð Þ, f ψ bð Þð Þð Þ

− Rts , 1−tð Þs
α,μ,m,η ψp að Þ, ψp bð Þð Þ

ð29Þ

Proof. The abovementioned inequality can be deduced by
setting α = 1 and hðtÞ = ts in (16).

Corollary 16. ðiÞ For p > 0, one can have for the strongly
exponentially ðα,mÞ-p-convex function the following frac-
tional integral inequality:

f
ψp að Þ +mψp bð Þ

2

� �1/p
 !

+
cμ,m ψp að Þ, ψp bð Þð Þg1 ηð Þ 2α − 1ð Þ

22α μ + 1ð Þ μ + 2ð Þ

≤
Γ μ + 1ð Þ

mψp bð Þ − ψp að Þð Þμ g2 ηð ÞIμ,ψψ−1 ψp að Þð Þ+ f ∘ ϕð Þ ψ−1 mψp bð Þð Þ
 �h

+mμ+1g3 ηð Þ 2α − 1ð ÞIμ,ψψ−1 ψp bð Þð Þ− f ∘ ϕð Þ ψp að Þ
m

� �	
≤ Atα , 1−tαð Þ

α,μ,m,η f ψ að Þð Þ, f ψ bð Þð Þð Þ + Btα , 1−tð Þα
α,μ,m,η f ψ að Þð Þ, f ψ bð Þð Þð Þ

− Rtα , 1−tαð Þ
α,μ,m,η ψp að Þ, ψp bð Þð Þ

ð30Þ

Proof. The abovementioned inequality can be deduced by
setting hðtÞ = t in (14).

(ii) For p < 0, one can have for the strongly exponentially
ðα,mÞ-p-convex function the following fractional integral
inequality:

f
ψp að Þ +mψp bð Þ

2

� �1/p
 !

+
cμ,m ψp að Þ, ψp bð Þð Þg1 ηð Þ 2α − 1ð Þ

22α μ + 1ð Þ μ + 2ð Þ

≤
Γ μ + 1ð Þ

mψp bð Þ − ψp að Þð Þμ g2 ηð ÞIμ,ψψ−1 ψp að Þð Þ− f ∘ ϕð Þ ψ−1 mψp bð Þð Þ
 �h

+mμ+1g3 ηð Þ 2α − 1ð ÞIμ,ψψ−1 ψp bð Þð Þ+ f ∘ ϕð Þ ψp að Þ
m

� �	
≤ Atα, 1−tαð Þ

α,μ,m,η f ψ að Þð Þ, f ψ bð Þð Þð Þ + Btα , 1−tð Þα
α,μ,m,η f ψ að Þð Þ, f ψ bð Þð Þð Þ

− Rtα , 1−tαð Þ
α,μ,m,η ψp að Þ, ψp bð Þð Þ

ð31Þ

Proof. The abovementioned inequality can be deduced by
setting hðtÞ = t in (16).

Corollary 17. ðiÞ For p > 0, one can have for the strongly
exponentially p-convex function the following fractional inte-
gral inequality:

f
ψp að Þ + ψp bð Þ

2

� �1/p
 !

+ cg1 ηð Þ μ2 − μ + 2

 �

ψp bð Þ − ψp að Þð Þ2
4 μ + 1ð Þ μ + 2ð Þ

≤
Γ μ + 1ð Þ

ψp bð Þ − ψp að Þð Þμ g2 ηð ÞIμ,ψψ−1 ψp að Þð Þ+ f ∘ ϕð Þ ψ−1 ψp bð Þð Þ
 �h
+ g3 ηð ÞIμ,ψψ−1 ψp bð Þð Þ− f ∘ ϕð Þ ψ−1 ψp að Þð Þ
 �i
≤ At, 1−tð Þ

1,μ,m,η f ψ að Þð Þ, f ψ bð Þð Þð Þ + Bt, 1−tð Þ
1,μ,m,η f ψ að Þð Þ, f ψ bð Þð Þð Þ

− Rt, 1−tð Þ
1,μ,m,η ψp að Þ, ψp bð Þð Þ

ð32Þ

Proof. The abovementioned inequality can be deduced by
setting α =m = 1 and hðtÞ = t in (14).

(ii) For p < 0, one can have for strongly exponentially p
-convex function the following fractional integral inequality

f
ψp að Þ + ψp bð Þ

2

� �1/p
 !

+ cg1 ηð Þ μ2 − μ + 2

 �

ψp bð Þ − ψp að Þð Þ2
4 μ + 1ð Þ μ + 2ð Þ

≤
Γ μ + 1ð Þ

ψp bð Þ − ψp að Þð Þμ g2 ηð ÞIμ,ψψ−1 ψp að Þð Þ− f ∘ ϕð Þ ψ−1 ψp bð Þð Þ
 �h
+ g3 ηð ÞIμ,ψψ−1 ψp bð Þð Þ+ f ∘ ϕð Þ ψ−1 ψp að Þð Þ
 �i
≤ At, 1−tð Þ

1,μ,m,η f ψ að Þð Þ, f ψ bð Þð Þð Þ + Bt, 1−tð Þ
1,μ,m,η f ψ að Þð Þ, f ψ bð Þð Þð Þ

− Rt, 1−tð Þ
1,μ,m,η ψp að Þ, ψp bð Þð Þ

ð33Þ

Proof. The abovementioned inequality can be deduced by
setting α =m = 1 and hðtÞ = t in (16).
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Corollary 18. For the strongly exponentially ðα, h −mÞ-HA-
convex function, the following inequality holds:

f
2ψ að Þψ bð Þ

ψ bð Þ +mψ að Þ
� �

+ cmh 1/2αð ÞH 1/2ð Þ
μ + 1ð Þ μ + 2ð Þ μ μ + 1ð Þ 1

ψ bð Þ −
1

ψ að Þ
� �2

"

+ 2
1

mψ að Þ −
m

ψ bð Þ
� �2

+ 2μ
1

ψ bð Þ −
1

ψ að Þ
� �

× 1
mψ að Þ −

m
ψ bð Þ

� �#

≤
Γ μ + 1ð Þ ψ að Þψ bð Þð Þμ

ψ bð Þ −mψ að Þð Þμ h
1
2α

� �
Iμ,ψψ−1 1/ψ að Þð Þ− f ∘ ϕð Þ ψ−1 m

ψ bð Þ
� �� ��

+mμ+1H
1
2

� �
× Iμ,ψψ−1 1/ψ bð Þð Þ+ f ∘ ϕð Þ ψ−1 1

mψ að Þ
� �� �	

≤ Ah,H
α,μ,m,η f ψ að Þð Þ, f ψ bð Þð Þð Þ + Bh,H

α,μ,m,η f ψ að Þð Þ, f ψ bð Þð Þð Þ

− Rh,H
α,μ,m,η

1
ψ að Þ ,

1
ψ bð Þ

� �
:

ð34Þ

Proof. The abovementioned inequality can be deduced by
setting p = −1 in (16).

Corollary 19. For the strongly exponentially ðα,mÞ-HA-con-
vex function, the following inequality holds:

f
2ψ að Þψ bð Þ

ψ bð Þ + ψ að Þm
� �

+ cmg1 ηð Þ 2α − 1ð Þ
22α μ + 1ð Þ μ + 2ð Þ μ μ + 1ð Þ ψ bð Þ − ψ að Þ

ψ að Þψ bð Þ
� �2

"

+ 2
ψ bð Þ − ψ að Þm2

ψ að Þψ bð Þm
� �2

+ 2μ ψ að Þ − ψ bð Þð Þ ψ bð Þ − ψ að Þm2

 �

m ψ að Þψ bð Þð Þ2
#

≤
Γ μ + 1ð Þ ψ að Þψ bð Þð Þμ
2α ψ bð Þ −mψ að Þð Þμ g2 ηð ÞIμ,ψψ−1 1/ψ að Þð Þ− f ∘ ϕð Þ ψ−1 m

ψ bð Þ
� �� ��

+mμ+1g3 ηð Þ 2α − 1ð ÞIμ,ψψ−1 1/bð Þ+ f ∘ ϕð Þ ψ−1 1
mψ að Þ
� �� �	

≤ Atα , 1−tαð Þ
α,μ,m,η f ψ að Þð Þ, f ψ bð Þð Þð Þ + Btα , 1−tαð Þ

α,μ,m,η f ψ að Þð Þ, f ψ bð Þð Þð Þ
− Rtα , 1−tαð Þ

α,μ,m,η ψp að Þ, ψp bð Þð Þ:
ð35Þ

Proof. The abovementioned inequality can be deduced by
setting p = −1 and hðtÞ = t in (16).

Corollary 20. For the strongly exponentially ðs,mÞ-HA-con-
vex function, the following inequality holds:

f
2ψ að Þψ bð Þ

ψ að Þm + ψ bð Þ
� �

+ cmg1 ηð Þ
22s μ + 1ð Þ μ + 2ð Þ μ μ + 1ð Þ ψ bð Þ − ψ að Þ

ψ að Þψ bð Þ
� �2

"

+ 2
ψ bð Þ − ψ að Þm2

ψ að Þψ bð Þm
� �2

+ 2μ ψ að Þ − ψ bð Þð Þ ψ bð Þψ að Þm2

 �

m ψ að Þψ bð Þð Þ2
#

≤
Γ μ + 1ð Þ ψ að Þψ bð Þð Þμ

ψ bð Þψ að Þmð Þμ g2 ηð ÞIμ,ψ1/ψ að Þð Þ− f ∘ ϕð Þ ψ−1 m
b

� �� �h

+mμ+1g3 ηð ÞIμ,ψψ−1 1/ψ bð Þð Þ+ f ∘ ϕð Þ ψ−1 1
mψ að Þ
� �� �	

≤ Ats , 1−tð Þs
1,μ,m,η f ψ að Þð Þ, f ψ bð Þð Þð Þ + Bts , 1−tð Þs

1,μ,m,η f ψ að Þð Þ, f ψ bð Þð Þð Þ
− Rts , 1−tð Þs

1,μ,m,η ψp að Þ, ψp bð Þð Þ:
ð36Þ

Proof. The abovementioned inequality can be deduced by
setting p = −1, α = 1, and hðtÞ = ts in (16).

Corollary 21. For the Godunova-Levin type of strongly expo-
nentially ðs,mÞ-HA-convex function, the following inequality
holds:

f
2ψ að Þψ bð Þ

ψ bð Þ +mψ að Þ
� �

+ 22sg1 ηð Þcm
μ + 1ð Þ μ + 2ð Þ μ μ + 1ð Þ 1

ψ bð Þ −
1

ψ að Þ
� �2

"

+ 2
1

mψ að Þ −
m

ψ bð Þ
� �2

+ 2μ
1

ψ bð Þ −
1

ψ að Þ
� �

× 1
mψ að Þ −

m
ψ bð Þ

� �#

≤
2sΓ μ + 1ð Þ ψ að Þψ bð Þð Þμ

ψ bð Þ −mψ að Þð Þμ g2 ηð ÞIμ,ψψ−1 1/ψ að Þð Þ− f ∘ ϕð Þ ψ−1 m
ψ bð Þ
� �� ��

+mμ+1g3 ηð Þ × Iμ,ψψ−1 1/ψ bð Þð Þ+ f ∘ ϕð Þ ψ−1 1
mψ að Þ
� �� �	

≤ At−s , 1−tð Þ−s
1,μ,m,η f ψ að Þð Þ, f ψ bð Þð Þð Þ + Bt−s , 1−tð Þ−s

1,μ,m,η f ψ að Þð Þ, f ψ bð Þð Þð Þ
− Rt−s , 1−tð Þ−s

1,μ,m,η ψp að Þ, ψp bð Þð Þ:
ð37Þ

Proof. The abovementioned inequality can be deduced by
setting p = −1, α = 1, and hðtÞ = t−s in (2.2).

The second variant of Hadamard inequality for strongly
exponentially ðα, h −mÞ-p-convex function is proved as
follows.

Theorem 22. Under the assumption of Theorem 10, the fol-
lowing fractional integral inequalities hold:

(i) For p > 0, one can have

f
ψp að Þ +mψp bð Þ

2

� �1/p
 !

+
Fμ,m ψp að Þ, ψp bð Þð Þg1 ηð Þh 1/2αð ÞH 1/2ð Þ

4 μ + 1ð Þ μ + 2ð Þ

≤
2μΓ μ + 1ð Þ

mψp bð Þ − ψp að Þð Þμ g2 ηð Þh 1
2α

� �
× Iψ−1 ψp að Þ+mψp bð Þð Þ/2ð Þ

�

+μ,ψ f ∘ ϕð Þ ψ−1 mψp bð Þð Þ
 �
+mμ+1H

1
2

� �
g3 ηð ÞIψ−1 ψp að Þðð

+mψp bð ÞÞ/2mÞ−μ,ψ f ∘ ϕð Þ ψ−1 ψp að Þ
m

� �� �	
≤ Ah,H

α,μ,m,η f ψ að Þð Þ, f ψ bð Þð Þð Þ + Bh,H
α,μ,m,η f ψ að Þð Þ, f ψ bð Þð Þð Þ

− Rh,H
α,μ,m,η ψp að Þ, ψp bð Þð Þ,

ð38Þ

with μ > 0, HðtÞ = hð1 − tαÞ, ϕðzÞ = z1/p for all z ∈ ½ap,mbp�
and
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g1 ηð Þ = e−η ψp að Þ+ψp bð Þð Þ, if η > 0,
e−η mψp bð Þ+ ψp að Þ/mð Þð Þ, if η < 0,

(

g2 ηð Þ = e−η mψp bð Þð Þ1/p , if η < 0,
e−ηψ að Þ, if η > 0,

(

g3 ηð Þ =
e−ηψ bð Þ, if η < 0,

e−η ψp að Þ/mð Þ1/p , if η > 0

(
ð39Þ

(ii) For p < 0, one can have

f
ψp að Þ +mψp bð Þ

2

� �1/p
 !

+
Fμ,m ψp að Þ, ψp bð Þð Þg1 ηð Þh 1/2αð ÞH 1/2ð Þ

4 μ + 1ð Þ μ + 2ð Þ

≤
2μΓ μ + 1ð Þ

mψp bð Þ − ψp að Þð Þμ g2 ηð Þh 1
2α

� ��
× Iμ,ψψ−1 ψp að Þ+mψp bð Þð Þ/2ð Þ− f ∘ ϕð Þ ψ−1 mψp bð Þð Þ
 �
+mμ+1H

1
2

� �
g3 ηð ÞIμ,ψψ−1 ψp að Þ+mψp bð Þð Þ/2mð Þ+ f ∘ ϕð Þ ψ−1 ψp að Þ

m

� �� �	
≤ Ah,H

α,μ,m,η f ψ að Þð Þ, f ψ bð Þð Þð Þ + Bh,H
α,μ,m,η f ψ að Þð Þ, f ψ bð Þð Þð Þ

− Rh,H
α,μ,m,η ψp að Þ, ψp bð Þð Þ,

ð40Þ

with μ > 0, ϕðzÞ = z1/p for all z ∈ ½mbp, ap� and

g1 ηð Þ = e−η ψp að Þ+ψp bð Þð Þ, if η < 0,
e−η mψp bð Þ+ ψp að Þ/mð Þð Þ, if η > 0,

(

g2 ηð Þ = e−η mψp bð Þð Þ1/p , if η > 0,
e−ηψ að Þ, if η < 0,

(

g3 ηð Þ =
e−ηψ bð Þ, if η > 0,

e−η ψp að Þ/mð Þ1/p , if η < 0

(
ð41Þ

Proof. (i) Let ψðxÞ = ðððψpðaÞtÞ/2Þ +mðð2 − tÞ/2ÞψpðbÞÞ1/p,
ψðyÞ = ððψpðaÞ/mÞðð2 − tÞ/2Þ + ððψpðbÞtÞ/2ÞÞ1/p in (18) and
integrating the resulting inequality over the interval ½0, 1�
after multiplying with tμ−1, we get

1
μ
f

ψp að Þ +mψp bð Þ
2

� �1/p
 !

≤ h
1
2α
� �ð1

0

f ψp bð Þtð Þ/2ð Þ +m 2 − tð Þ/2ð Þψp bð Þð Þ1/p
� �

eη ψp bð Þtð Þ/2ð Þ+m 2−tð Þ/2ð Þψp bð Þð Þ1/p tμ−1dt

+mH
1
2

� �ð1
0

f ψp að Þ/mð Þ 2 − tð Þ/2ð Þ + ψp bð Þtð Þ/2ð Þð Þ1/p
� �

eη ψp að Þ/mð Þ 2−tð Þ/2ð Þ+ ψp bð Þtð Þ/2ð Þð Þ1/p tμ−1dt

− cmh
1
2α
� �

H
1
2

� �
ð1
0

t/2ð Þ ψp bð Þ − ψp að Þð Þ + 2 − tð Þ/2ð Þ ψp að Þ/mð Þ −mψp bð Þð Þð Þ2
eη 2−tð Þ/2ð Þ ψp að Þ/mð Þ+mψp bð Þð Þ+ t/2ð Þ ψp bð Þ+ψp að Þð Þð Þ1/p tμ−1dt:

ð42Þ

Setting ψðuÞ = ððψpðbÞtÞ/2Þ +mðð2 − tÞ/2ÞψpðbÞ and ψð
vÞ = ðψpðaÞ/mÞðð2 − tÞ/2Þ + ððψpðbÞtÞ/2Þ in (42), then, by
applying Definition 3, we get the following inequality:

f
ψp að Þ +mψp bð Þ

2

� �1/p
 !

≤
2μΓ μ + 1ð Þ

mψp bð Þ − ψp að Þð Þμ

� h
1
2α
� �

g2 ηð ÞIμ,ψψ−1 ψp að Þ+mψp bð Þð Þ/2ð Þ+ f ∘ ϕð Þ ψ−1 mψp bð Þð Þ
 ��

+mμ+1g3 ηð ÞH 1
2

� �
× Iμψ−1 ψp að Þ+mψp bð Þð Þ/2mð Þ− f ∘ ϕð Þ ψ−1 ψp að Þ

m

� �� �	

−
Fμ,m ψp að Þ, ψp bð Þð Þg1 ηð Þh 1/2αð ÞH 1/2ð Þ

4 μ + 1ð Þ μ + 2ð Þ :

ð43Þ

Now, again, using strongly exponentially ðα, h −mÞ-p
-convexity of f and integrating the resulting inequality over
½0, 1� after multiplying with tμ−1, we get

g2 ηð Þh 1
2α
� �ð1

0
f

ψp að Þt
2 +m

2 − t
2

� �
ψp bð Þ

� �� �1/p
tμ−1dt

+mg3 ηð ÞH 1
2

� �ð1
0
f

ψp að Þt
2 +m

2 − t
2

� �
ψp bð Þ

� �1/p
 !

tμ−1dt

≤
Ah,H
α,μ,m,η f ψ að Þð Þ, f ψ bð Þð Þð Þ

μ
+
Bh,H
α,μ,m,η f ψ að Þð Þ, f ψ bð Þð Þð Þ

μ

−
Rh,H
α,μ,m,η ψp að Þ, ψp bð Þð Þ

μ
:

ð44Þ

Again, using substitution as considered in (42) leads to
the second inequality of (38)

(ii) The proof is followed on the same lines as the proof
of (i)

Remark 23. The aforementioned version of the Hadamard
inequalities give (i) [18], Theorem 2.4 for c = 0 and ψ = I;
(ii) [14], Theorem 2.4 for c = η = 0 and ψ = I; (iii) [19], The-
orem 7 for α =m = 1, c = η = 0, and hðtÞ = t; (iv) [19], Theo-
rem 7 for α =m = 1, c = η = 0, and h = ψ = I; (v) Theorem 3
for α =m = p = 1, c = η = 0, and h = ψ = I; (vi) [20], Theorem
2.1 for α = 1 = p, c = η = 0, and h = ψ = I; (vii) [21], Theorem
4 for α =m = 1, p = −1, c = η = 0, and h = ψ = I; (viii) [3],
Theorem 2.4 for p = −1, α = μ =m = 1, c = η = 0, and h = ψ
= I; (ix) [22], Theorem 7 for α = μ =m = p = 1, c = η = 0, hð
tÞ = t−s, and ψ = I; (x) [23], Theorem 3.1 for α = μ =m = 1,
p = −1, c = η = 0, hðtÞ = t−s, and ψ = I; (xi) Theorem 1 for α
= μ =m = 1, c = η = 0, and h = ψ = I; (xii) [24], Theorem
2.3 for α = μ =m = 1, η = 0, and h = ψ = I; (xiii) [25], Theo-
rem 6 for α = μ =m = p = 1, η = 0, and h = ψ = I; (xiv) [17],
Theorem 2.1 for α = μ =m = 1, p = −1, c = η = 0, hðtÞ = ts,
and ψ = I; (xv) [1], Theorem 2.1 for α = μ = p =m = 1, c = η
= 0, hðtÞ = ts, and ψ = I; and (xvi) [5], Theorem 2.1 for α
= μ =m = 1, p = −1, η = 0, and h = ψ = I. Moreover, the
refinements of all the deduced results will occur for c > 0.
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Corollary 24. ðiÞ For p > 0, one can have for the strongly ðα
, h −mÞ-p-convex function the following fractional integral
inequality:

f
ψp að Þ +mψp bð Þ

2

� �1/p
 !

+
cμ,m ψp að Þ, ψp bð Þð Þh 1/2αð ÞH 1/2ð Þ

μ + 1ð Þ μ + 2ð Þ

≤
Γ μ + 1ð Þ

mψp bð Þ − ψp að Þð Þμ h
1
2α

� �
× Iμ,ψψ−1 ψp að Þð Þ+ f ∘ ϕð Þ ψ−1 mψp bð Þð Þ
 ��

+mμ+1H
1
2

� �
Iμ,ψψ−1 ψp bð Þð Þ− f ∘ ϕð Þ ψ−1 ψp að Þ

m

� �� �	
≤ Ah,H

α,μ,m,0 f ψ að Þð Þ, f ψ bð Þð Þð Þ + Bh,H
α,μ,m,0 f ψ að Þð Þ, f ψ bð Þð Þð Þ

− Rh,H
α,μ,m,0 ψp að Þ, ψp bð Þð Þ

ð45Þ

Proof. The abovementioned inequality can be deduced by
setting η = 0 in (14).

(ii) For p < 0, one can have for the strongly ðα, h −mÞ-p
-convex function the following fractional integral inequality:

f
ψp að Þ +mψp bð Þ

2

� �1/p
 !

+
cμ,m ψp að Þ, ψp bð Þð Þh 1/2αð ÞH 1/2ð Þ

μ + 1ð Þ μ + 2ð Þ

≤
Γ μ + 1ð Þ

mψp bð Þ − ψp að Þð Þμ h
1
2α
� �

× Iμ,ψψ−1 ψp að Þð Þ− f ∘ ϕð Þ ψ−1 mψp bð Þð Þ
 ��

+mμ+1H
1
2

� �
Iμ,ψψ−1 ψp bð Þð Þ+ f ∘ ϕð Þ ψ−1 ψp að Þ

m

� �� �	
≤ Ah,H

α,μ,m,0 f ψ að Þð Þ, f ψ bð Þð Þð Þ + Bh,H
α,μ,m,0 f ψ að Þð Þ, f ψ bð Þð Þð Þ

− Rh,H
α,μ,m,0 ψp að Þ, ψp bð Þð Þ

ð46Þ

Proof. The abovementioned inequality can be deduced by
setting η = 0 in (14); then, one can obtain the required
inequality.

Corollary 25. ðiÞ For p > 0, one can have for the strongly
exponentially ðh −mÞ-p-convex function the following frac-
tional integral inequality:

f
ψp að Þ +mψp bð Þ

2

� �1/p
 !

+
Fμ,m ψp að Þ, ψp bð Þð Þg1 ηð Þh2 1/2ð Þ

4 μ + 1ð Þ μ + 2ð Þ

≤
2μh 1/2ð ÞΓ μ + 1ð Þ
mψp bð Þ − ψp að Þð Þμ g2 ηð Þ × Iμ,ψψ−1 ψp að Þ+mψp bð Þð Þ/2ð Þ+ f ∘ ϕð Þ ψ−1 mψp bð Þð Þ
 �h

+mμ+1g3 ηð ÞIμ,ψψ−1 ψp að Þ+mψp bð Þð Þ/2mð Þ− f ∘ ϕð Þ ψ−1 ψp að Þ
m

� �� �	

≤At, 1−tð Þ
1,μ,m,η f ψ að Þð Þ, f ψ bð Þð Þð Þ + Bt, 1−tð Þ

1,μ,m,η f ψ að Þð Þ, f ψ bð Þð Þð Þ
− Rt, 1−tð Þ

1,μ,m,η ψp að Þ, ψp bð Þð Þ
ð47Þ

Proof. If α = 1 in (38), then, the abovementioned inequality
is obtained.

(ii) For p < 0, one can have for the strongly exponentially
ðh −mÞ-p-convex function the following fractional integral
inequality:

f
ψp að Þ +mψp bð Þ

2

� �1/p
 !

+
Fμ,m ψp að Þ, ψp bð Þð Þg1 ηð Þh2 1/2ð Þ

4 μ + 1ð Þ μ + 2ð Þ

≤
2μh 1/2ð ÞΓ μ + 1ð Þ
mψp bð Þ − ψp að Þð Þμ g2 ηð Þ × Iμ,ψψ−1 ψp að Þ+mψp bð Þð Þ/2ð Þ− f ∘ ϕð Þ ψ−1 mψp bð Þð Þ
 �h

+mμ+1g3 ηð ÞIμ,ψψ−1 ψp að Þ+mψp bð Þð Þ/2mð Þ+ f ∘ ϕð Þ ψ−1 ψp að Þ
m

� �� �	

≤ At, 1−tð Þ
1,μ,m,η f ψ að Þð Þ, f ψ bð Þð Þð Þ + Bt, 1−tð Þ

1,μ,m,η f ψ að Þð Þ, f ψ bð Þð Þð Þ
− Rt, 1−tð Þ

1,μ,m,η ψp að Þ, ψp bð Þð Þ
ð48Þ

Proof. The abovementioned inequality can be deduced by
setting α = 1 in (40).

Corollary 26. ðiÞ For p > 0, one can have for the strongly
exponentially ðs,mÞ-p-convex function the following frac-
tional integral inequality:

f
ψp að Þ +mψp bð Þ

2

� �1/p
 !

+
Fμ,m ψp að Þ, ψp bð Þð Þg1 ηð Þ

22s+2 μ + 1ð Þ μ + 2ð Þ

≤
2μ−sΓ μ + 1ð Þ

mψp bð Þ − ψp að Þð Þμ g1 ηð ÞIμ,ψψp að Þ+mψp bð Þð Þ/2ð Þ+ f ∘ ϕð Þ ψ−1 mbð Þ
 �h

+mμ+1Iμψ−1 ψp að Þ+mψp bð Þð Þ/2mð Þ− f ∘ ϕð Þ ψ−1 ψp að Þ
m

� �� �	

≤ Ats , 1−tð Þs
1,μ,m,η f ψ að Þð Þ, f ψ bð Þð Þð Þ + Bts , 1−tð Þs

1,μ,m,η f ψ að Þð Þ, f ψ bð Þð Þð Þ
− Rts , 1−tð Þs

1,μ,m,η ψp að Þ, ψp bð Þð Þ
ð49Þ

Proof. The abovementioned inequality can be deduced by
setting α = 1 and hðtÞ = ts in (38).

(ii) For p < 0, one can have for the strongly exponentially
ðs,mÞ-p-convex function the following fractional integral
inequality

f
ψp að Þ +mψp bð Þ

2

� �1/p
 !

+
Fμ,m ψp að Þ, ψp bð Þð Þg1 ηð Þ

22s+2 μ + 1ð Þ μ + 2ð Þ

≤
2μ−sΓ μ + 1ð Þ

mψp bð Þ − ψp að Þð Þμ g1 ηð ÞIμ,ψψp að Þ+mψp bð Þð Þ/2ð Þ− f ∘ ϕð Þ ψ−1 mbð Þ
 �h

+mμ+1Iμψ−1 ψp að Þ+mψp bð Þð Þ/2mð Þ+ f ∘ ϕð Þ ψ−1 ψp að Þ
m

� �� �	

≤ Ats , 1−tð Þs
1,μ,m,η f ψ að Þð Þ, f ψ bð Þð Þð Þ + Bts , 1−tð Þs

1,μ,m,η f ψ að Þð Þ, f ψ bð Þð Þð Þ
− Rts , 1−tð Þs

1,μ,m,η ψp að Þ, ψp bð Þð Þ
ð50Þ

Proof. The abovementioned inequality can be deduced by
setting α = 1 and hðtÞ = ts in (40).

Corollary 27. ðiÞ For p > 0, one can have for the strongly
exponentially Godunova-Levin type of ðs,mÞ-p-convex func-
tion the following fractional integral inequality:
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f
ψp að Þ +mψp bð Þ

2

� �1/p
 !

+
22sFμ,m ψp að Þ, ψp bð Þð Þg1 ηð Þ

4 μ + 1ð Þ μ + 2ð Þ

≤
2μ+sΓ μ + 1ð Þ

mψp bð Þ − ψp að Þð Þμ g2 ηð ÞIμ,ψψ−1 ψp að Þ+mψp bð Þð Þ/2ð Þ+ f ∘ ϕð Þ ψ−1 mψp bð Þð Þ
 �h

+mμ+1g3 ηð ÞIμ,ψψ−1 ψp að Þ+mψp bð Þð Þ/2mð Þ− f ∘ ϕð Þ ψ−1 ψp að Þ
m

� �� �	

≤ At−s , 1−tð Þ−s
1,μ,m,η f ψ að Þð Þ, f ψ bð Þð Þð Þ + Bt−s , 1−tð Þ−s

1,μ,m,η f ψ að Þð Þ, f ψ bð Þð Þð Þ
− Rt−s , 1−tð Þ−s

1,μ,m,η ψp að Þ, ψp bð Þð Þ
ð51Þ

Proof. The abovementioned inequality can be deduced by
setting α = 1 and hðtÞ = t−s in (38).

(ii) For p < 0, one can have for the strongly exponentially
Godunova-Levin type of ðs,mÞ-p-convex function the fol-
lowing fractional integral inequality:

f
ψp að Þ +mψp bð Þ

2

� �1/p
 !

+
22sFμ,m ψp að Þ, ψp bð Þð Þg1 ηð Þ

4 μ + 1ð Þ μ + 2ð Þ

≤
2μ+sΓ μ + 1ð Þ

mψp bð Þ − ψp að Þð Þμ g2 ηð ÞIμ,ψψ−1 ψp að Þ+mψp bð Þð Þ/2ð Þ− f ∘ ϕð Þ ψ−1 mψp bð Þð Þ
 �h

+mμ+1g3 ηð ÞIμ,ψψ−1 ψp að Þ+mψp bð Þð Þ/2mð Þ+ f ∘ ϕð Þ ψ−1 ψp að Þ
m

� �� �	

≤ At−s , 1−tð Þ−s
1,μ,m,η f ψ að Þð Þ, f ψ bð Þð Þð Þ + Bt−s , 1−tð Þ−s

1,μ,m,η f ψ að Þð Þ, f ψ bð Þð Þð Þ
− Rt−s , 1−tð Þ−s

1,μ,m,η ψp að Þ, ψp bð Þð Þ
ð52Þ

Proof. The abovementioned inequality can be deduced by
setting α = 1 and hðtÞ = t−s in (40).

Corollary 28. ðiÞ For p > 0, one can have for the strongly
exponentially ðα,mÞ-p-convex function the following frac-
tional integral inequality:

f
ψp að Þ +mψp bð Þ

2

� �1/p
 !

+
2α − 1ð ÞFμ,m ψp að Þ, ψp bð Þð Þg1 ηð Þ

22α+2 μ + 1ð Þ μ + 2ð Þ

≤
2μ−αΓ μ + 1ð Þ

mψp bð Þ − ψp að Þð Þμ g2 ηð ÞIμ,ψψ−1 ψp að Þ+mψp bð Þð Þ/2ð Þ+ f ∘ ϕð Þψ−1 mψp bð Þð Þð Þ
h

+mμ+1g3 ηð Þ 2α − 1ð ÞIμ,ψψ−1 ψp að Þ+mψp bð Þð Þ/2mð Þ− f ∘ ϕð Þ ψ−1 ψp að Þ
m

� �� �	

≤ Atα , 1−tαð Þ
1,μ,m,η f ψ að Þð Þ, f ψ bð Þð Þð Þ + Btα , 1−tð Þα

1,μ,m,η f ψ að Þð Þ, f ψ bð Þð Þð Þ
− Rtα , 1−tð Þα

1,μ,m,η ψp að Þ, ψp bð Þð Þ
ð53Þ

Proof. The abovementioned inequality can be deduced by
setting hðtÞ = t in (38).

(ii) For p < 0, one can have for the strongly exponentially
ðα,mÞ-p-convex function the following fractional integral
inequality:

f
ψp að Þ +mψp bð Þ

2

� �1/p
 !

+
2α − 1ð ÞFμ,m ψp að Þ, ψp bð Þð Þg1 ηð Þ

22α+2 μ + 1ð Þ μ + 2ð Þ

≤
2μ−αΓ μ + 1ð Þ

mψp bð Þ − ψp að Þð Þμ g2 ηð ÞIμ,ψψ−1 ψp að Þ+mψp bð Þð Þ/2ð Þ− f ∘ ϕð Þψ−1 mψp bð Þð Þð Þ
h

+mμ+1g3 ηð Þ 2α − 1ð ÞIμ,ψψ−1 ψp að Þ+mψp bð Þð Þ/2mð Þ+ f ∘ ϕð Þ ψ−1 ψp að Þ
m

� �� �	

≤ Atα , 1−tαð Þ
1,μ,m,η f ψ að Þð Þ, f ψ bð Þð Þð Þ + Btα , 1−tð Þα

1,μ,m,η f ψ að Þð Þ, f ψ bð Þð Þð Þ
− Rtα , 1−tð Þα

1,μ,m,η ψp að Þ, ψp bð Þð Þ
ð54Þ

Proof. The abovementioned inequality can be deduced by
setting hðtÞ = t in (40).

Corollary 29. ðiÞ For p > 0, one can have for strongly expo-
nentially p-convex function the following fractional integral
inequality:

f
ψp að Þ + ψp bð Þ

2

� �1/p
 !

+
cg1 ηð Þ ψp bð Þ − ψp að Þð Þ2

� �
2 μ + 1ð Þ μ + 2ð Þ

≤
2μ−1Γ μ + 1ð Þ
ψp bð Þ − ψp að Þð Þμ g2 ηð ÞIμ,ψψ−1 ψp að Þ+mψp bð Þð Þ/2ð Þ+ f ∘ ϕð Þ ψ−1 ψp bð Þð Þ
 �h

+ g3 ηð ÞIμ,ψψ−1 ψp að Þ+ψp bð Þð Þ/2ð Þ− f ∘ ϕð Þ ψ−1 ψp að Þð Þ
 �i
≤ Atα , 1−tαð Þ

1,μ,1,η f ψ að Þð Þ, f ψ bð Þð Þð Þ + Btα , 1−tð Þα
1,μ,1,η f ψ að Þð Þ, f ψ bð Þð Þð Þ

− Rtα , 1−tð Þα
1,μ,1,η ψp að Þ, ψp bð Þð Þ

ð55Þ

Proof. The abovementioned inequality can be deduced by
setting α =m = 1 and hðtÞ = t in (38).

(ii) For p < 0, one can have for the strongly exponentially
p-convex function the following fractional integral inequal-
ity:

f
ψp að Þ + ψp bð Þ

2

� �1/p
 !

+
cg1 ηð Þ ψp bð Þ − ψp að Þð Þ2

� �
2 μ + 1ð Þ μ + 2ð Þ

≤
2μ−1Γ μ + 1ð Þ
ψp bð Þ − ψp að Þð Þμ g2 ηð ÞIμ,ψψ−1 ψp að Þ+mψp bð Þð Þ/2ð Þ− f ∘ ϕð Þ ψ−1 ψp bð Þð Þ
 �h

+ g3 ηð ÞIμ,ψψ−1 ψp að Þ+mψp bð Þð Þ/2ð Þ+ f ∘ ϕð Þ ψ−1 ψp að Þð Þ
 �i
≤ Atα , 1−tαð Þ

1,μ,1,η f ψ að Þð Þ, f ψ bð Þð Þð Þ + Btα , 1−tð Þα
1,μ,1,η f ψ að Þð Þ, f ψ bð Þð Þð Þ

− Rtα , 1−tð Þα
1,μ,1,η ψp að Þ, ψp bð Þð Þ

ð56Þ

Proof. The abovementioned inequality can be deduced by
setting α =m = 1 and hðtÞ = t in (40).
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Corollary 30. For the strongly exponentially ðα,mÞ-HA
-convex function, the following inequality holds:

f
2ψ að Þψ bð Þ

ψ að Þ +mψ bð Þ
� �

+ 2α − 1ð Þcmg1 ηð Þ
22α+2 μ + 1ð Þ μ + 2ð Þ μ μ + 1ð Þ ψ bð Þ − ψ að Þ

ψ að Þψ bð Þ
� �2

"

+ μ2 + 5μ + 8

 � ψ bð Þ − ψ að Þm2

ψ að Þψ bð Þm
� �2

+ 2μ μ + 3ð Þ ψ að Þ − ψ bð Þð Þ
m ψ að Þψ bð Þð Þ2

#

≤
2μ−αΓ μ + 1ð Þ ψ að Þψ bð Þð Þμ

ψ bð Þ − ψ að Þmð Þμ g2 ηð ÞIμ,ψψ bð Þ+mψ að Þð Þ/2ð Þ− f ∘ ϕð Þ
h

� ψ−1 m
ψ bð Þ
� �� �

+mμ+1g3 ηð Þ × 2α − 1ð ÞIμ ψ að Þ+mψ bð Þð Þ/ 2ψ að Þψ bð Þmð Þð Þ+ f ∘ ϕð Þ

� ψ−1 1
ψ að Þm
� �� �	

≤ Atα , 1−tαð Þ
1,μ,m,η f ψ að Þð Þ, f ψ bð Þð Þð Þ

+ Btα , 1−tð Þα
1,μ,m,η f ψ að Þð Þ, f ψ bð Þð Þð Þ − Rtα , 1−tð Þα

1,μ,m,η
1

ψ að Þ ,
1

ψ bð Þ
� �

:

ð57Þ

Proof. The abovementioned inequality can be deduced by
setting p = −1 and hðtÞ = t in (40).

Corollary 31. For the strongly exponentially ðs,mÞ-HA-con-
vex function, the following inequality holds:

f
2ψ að Þψ bð Þ

ψ að Þ +mψ bð Þ
� �

+ cmg1 ηð Þ
22s+2 μ + 1ð Þ μ + 2ð Þ μ μ + 1ð Þ ψ bð Þ − ψ að Þ

ψ að Þψ bð Þ
� �2

"

+ μ2 + 5μ + 8

 � ψ bð Þ − ψ að Þm2

ψ að Þψ bð Þm
� �2

+ 2μ μ + 3ð Þ ψ að Þ − ψ bð Þð Þ
m ψ að Þψ bð Þð Þ2

 !#

≤
2μ−sΓ μ + 1ð Þ ψ að Þψ bð Þð Þμ

ψ bð Þ − ψ að Þmð Þμ g2 ηð ÞIμ,ψψ bð Þ+mψ að Þð Þ/2ð Þ− f ∘ ϕð Þ ψ−1 m
ψ bð Þ
� �� ��

+mμ+1g3 ηð Þ × Iμ,ψψ að Þ+mψ bð Þð Þ/ 2ψ að Þψ bð Þmð Þð Þ+ f ∘ ϕð Þ ψ−1 1
am

� �� �	

≤Ats , 1−tð Þs
1,μ,m,η f ψ að Þð Þ, f ψ bð Þð Þð Þ + Bts , 1−tð Þs

1,μ,m,η f ψ að Þð Þ, f ψ bð Þð Þð Þ

− Rts , 1−tð Þs
1,μ,m,η

1
ψ að Þ ,

1
ψ bð Þ

� �
:

ð58Þ

Proof. The abovementioned inequality can be deduced by
setting p = −1, α = 1, and hðtÞ = ts in (40).

Corollary 32. For the Godunova-Levin type of the strongly
exponentially ðs,mÞ-HA-convex function, the following
inequality holds:

f
2ψ að Þψ bð Þ

ψ að Þ +mψ bð Þ
� �

+ cmg1 ηð Þ
22s+2 μ + 1ð Þ μ + 2ð Þ μ μ + 1ð Þ ψ bð Þ − ψ að Þ

ψ að Þψ bð Þ
� �2

"

+ μ2 + 5μ + 8

 � ψ bð Þ − ψ að Þm2

ψ að Þψ bð Þm
� �2

+ 2μ μ + 3ð Þ ψ að Þ − ψ bð Þð Þ
m ψ að Þψ bð Þð Þ2

 !#

≤
2μ+sΓ μ + 1ð Þ ψ að Þψ bð Þð Þμ

ψ bð Þ − ψ að Þmð Þμ g2 ηð ÞIμ,ψψ bð Þ+mψ að Þð Þ/2ð Þ− f ∘ ϕð Þ
h

� ψ−1 m
ψ bð Þ
� �� �

+mμ+1g3 ηð ÞIμ ψ að Þ+mψ bð Þð Þ/ 2ψ að Þψ bð Þmð Þð Þ+ f ∘ ϕð Þ

� ψ−1 1
ψ að Þm
� �� �	

≤ At−s, 1−tð Þ−s
1,μ,m,η f ψ að Þð Þ, f ψ bð Þð Þð Þ

+ Bt−s , 1−tð Þ−s
1,μ,m,η f ψ að Þð Þ, f ψ bð Þð Þð Þ − Rt−s , 1−tð Þ−s

1,μ,m,η
1

ψ að Þ ,
1

ψ bð Þ
� �

:

ð59Þ

Proof. The abovementioned inequality can be deduced by
setting p = −1, α = 1, and hðtÞ = t−s in (40).

Remark 33. Using (12) with replacement of μ by μ/k in all
the abovementioned inequalities, the k-fractional versions
of all the abovementioned results can be obtained.

3. Conclusion

Some inequalities of the Hadamard type for the strongly
exponentially ðα, h −mÞ-p-convex functions using general-
ized Riemann-Liouville fractional integrals have been
proved. These inequalities give refinements of different
Hadamard-type inequalities related to various types of con-
vexities. The outcomes of this paper can also provide the k
-fractional versions of established inequalities via parametric
substitution along with constant multiplier.
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